Ministerul Educéei Nationale
Centrul Naional de Evaluarei Examinare

Examenul de bacalaur eat national 2020
ProbaE. ¢)

Matematica M_st-nat

M odel
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
» Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
e Timpul delucru efectiv estede 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Aratati ca (0,3m10- 3( 0,316 )= .
5p | 2. Se consider ¥ si %, soluiile ecuaiei x? —-6x+m=0, unde m este nurir real. Determing
numirul real m pentru carexX, (X, + X,) =12.
5p | 3. Rezolvai in mukimea numerelor reale egim2+/5- x =~/x+ 10.
5p | 4. Calculai probabilitatea ca, alegand un mimdin mukimea numerelor naturale de douifre,
acesta®aiba cifra zecilor cu3 mai mare decét cifra uaitlor.
5p | 5. Determinai numirul real a pentru care vectoriii =ai +(a—-1)J si v=3i+4] sunt coliniari.
5p | 6. Aratati ca, daé x este nurdr real pentru carginx = cosx, atuncicos = C.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

. . a .
1. Se considermatriceaA(a,b) :( J undea si b sunt numere reale.
a

5p | a) Aratati ca det(A(1,9) = <
5p | b) Demonstrd ca A(a,b)[A(b,a) = A(—ab,a2 +b2), pentru orice numere reatesi b.
5p | c) Determinai perechile de numere intregi si n pentru carejet(A(m,n)) =1
2. Se considerpolinomul f = X3 -15X2+mX - 80, undem este nurir real.
5p | @) Pentrum=95, autati ca f (1) =1.
5p | b) Determinai numirul real m pentru carex (X, = X,) + Xa(X=Xg) + X4 X5~ X ) =0, undex;, X,
sl X3 sunt &dacinile polinomului f .
5p | ¢) Determinai radacinile polinomului f |, stiind ca acestea sunt numere reale in progresie aritinetic
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. Se considerfungia f :R - R, f(x)=¢e*-x-10.

5p | @) Aratagi ca f'(0)=0.
5p | b) Demonstra ca oricare dod tangente la graficul fumei f sunt concurente.
5p | ¢) Demonstra ci e > (x+1)(x2 - X+ 1) , pentru orice nudr real x.
2. Se considerfungia f :(0,+e) - (0+0), f(x)= x+g.
X
2 9
5p | @) Aritati ca I( f(x) ——jdx =4.
X
1
5p | b) Demonstré ca suprafga plari delimitati de graficul fungei g:(0,+») -~ R, g(x) :%, axa
X
Ox si dreptele de ectida x=1 si x=9 are aria egélcu 2In 3.
V3 _
5p | ¢) Determina numarul real a, stiind ci j (f (x) —2jarctgxdx=5—ﬂ—w.
1 X 12 2
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Ministerul Educéei Nationale
Centrul Naional de Evaluargi Examinare

Examenul de bacalaureat ngional 2020
Proba E. c)

Matematica M_st-nat

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Model
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinge ale naturii
e Pentru orice soluie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acogdpunctajul corespunzitor.
* Nu se acord fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermedire pentru rezolviri par tiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
* Se acordi 10 puncte din oficiu. Nota final se calculead prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
1] (0,30-3( 0,316 p=( 3 { 3 )E 3p
=2[4=8 2p
2. | X +X=6, XX =M 2p
6m=12, decim=2 3p
3.| 4(5-x)=x+10=> 20- &=x+ 16> &= 1 3p
X =2, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de douifre are90 de elemente, deci suSD de cazuri
posibile 2p
In multimea numerelor naturale de docifre sunt7 numere care au cifra zecilor &umai 5
mare decat cifra uritilor, deci sunt7 cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile 7 1
nr. cazuri posibile 9 P
5. -
a_271  ja-3-3 3p
3 4
a=-3 2p
6.1 cosx= coéx- sifix= 2p
=(cosx~ six)( cox+ sim)= [f cos+ sk)= 3p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
l.a) 1 2 1
A(L) =(_1 1]: de( A( 1,1)=‘_1 jz 0t(- 102 3p
=1+2=3 2p
b) a 2b\(b 2a) (ab-2ab 22+ ?
A(a,b)A(b,a) = = = 3p
b a)l-a b) (-p2-a? -zab+ab
—ab Z(a2 + b2)
= = A(—ab, al +b2), pentru orice numere readesi b 2p
—(a2 + bz) —ab
c) m 2n
det{ A(m,n)) = =m?+
(A(mn))=|_ 2p
Cum m si n sunt numere intregi, dim? +2n%=1 obtinemm=-1, n=0 saum=1, n=0 3p
28)| f=x%-15X2+95X - 80= f ()= £- 1511+ o541 88 2p
=1-15+ 95 80= : 3p
D) | X4 + Xy + X3 =15 §i %Xp + XXz + XX3=m 2p
(g +%;+ x3)2 —3(XXo+ X X3t XX 9 =0 < 225- 3n= (, decim=75 3p
Prohi scrisi la matematig M_st-nat Model
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Ministerul Educéei Nationale
Centrul Naional de Evaluargi Examinare

C)| 2% =X +Xg§i X+ Xy +X3=15=>x,=5 2p
X XoX3 =80= XX3= 16 si, cum ¥ + X3 =10, polinomul f are &dacinile 2, 5 si 8 3p
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1.a) f'(x)=¢" -1, xOR 3p
f'(0)=€’-1=0 2p
b) f (x) =e*>0, pentru orice nusr real x= f ' este strict credtoare, decif ' este injectii | 2p
Pentru orice numere realg si x,, % # X, = f'(x)# f'(x,), deci tangentele la graficul
lui f in punctele de coordonafeq, f (x,)) si (X, f(xy)) au pante diferite, deci sunt3p
concurente
0| f'(x)=0= x=0 1p
f'(x)<0, pentru oricex((~e,0]= f este descresmare pe(-«,0], f'(x)=0, pentru
orice x[0,+) = f este cresttoare pe[0,+w) si, cum f (0)=-9, oktinem f(x)=-9,| 2p
pentru orice num real x
f(x3)> —9= & > x3+1, decie* >(x+1)(x —x+1) pentru orice nudr real x 2p
2.a)| 3 %23
Jl.( jdx I(x+———jdx J.xdx—71= 3p
9 1
=—-=4 2
2 2 P
b) 9
2X
g(x = .4 =||g(x)|dx= dx=In(x?+9| = 3
(9= Jl ) IX+9 (49 P
=In90-In10= In9— 2In? 2p
©) |3 _‘/é 2 +1) _x2+1 V3 VB 249 [x%+1 X \EJ’_
I xarctgxdx—.[ arctxdx=——— arcty| - J'—dx— — arctg—— =l 3p
1 1\ 2 2 1 3 2(X2+]) 2 21
5” \/é 1 , de unde olinema=4 2p
12
Prohi scrisi la matematig M_st-nat Model
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gsz-nat

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii Testt
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
9P | 1. Determinati suma primilor trei termeni ai progresiei geometrice (bn)nzl’ stiind ca primul termen
este by =2 siratiaeste q=3.
5p | 2.Se considerd functiile f:R—>R, f(x)=x*-3x+2 si g:R—>R, g(x)=2x-4. Calculati
suma dintre abscisele punctelor de intersectie a graficelor celor doua functii.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2x=3-x.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea A= {\/i, J2,43,...,7/50 } , acesta sa nu
fie numar natural.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considera punctele A(2,3), B(-2,1) si C(-2,5). Determinati ecuatia
medianei din A a triunghiului ABC.
5p | 6. Determinati x (0, 7), stiind c& (2sin x+cosx)” —4cos x(sin x—cos x) = 4.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

) ) X 3
1. Se considera matricele A(X) =[ j ,unde X este numar real.
X

5p | &) Ardtati ca det(A(x))=x?+9, pentru orice numr real X.
5p | b) Demonstrati ca A(2020 - x)+ A(2020+ x)=2A(2020), pentru orice numar real X.
5p | ) Determinati numdrul natural n, pentru care A(n)A(2—-n)=2A(-6).

2. Pe multimea M =[0,+c) se defineste legea de compozitie asociativa x*y =/x* +y? .

5p a) Aratatica N = \/3_ * \/ﬁ este un numar natural.

SP | b) Determinati numarul x € M pentru care (X * X x)2 =300.

5p | c) Se considerd functia f :(—,0] >[0,+0), f(x)=+/-2020x . Aratati ca f(x+y)=f(x)*f(y),

pentru orice X,y & (-,0].

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p

5p
5p

5p

1. Se considera functia f:R >R, f(x)=

5-x(x+)
(x2+5)

b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .

a) Ardtati ca f'(x)= , XeR.

¢) Demonstrati ca —% <f (X) < % , pentru orice numar real X.

~1-3Inx
x* X

a) Aritati ca functia F este 0 primitiva a functiei f .

i F:(0,40) > R, F(x)=X.

2. Se considera functiile f:(0,400)—>R, f(x)

Prob

a scrisd la matematica M_st-nat Test 1
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e
5p | b) Calculati | f (x)dx.
1
e? 3
5p | C) Ardtati ca j x> F (x) dx = >
e
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 1
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test1
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
| by=b-q=6, by=by-q> =18 3p
by +by +b; =2+6+18=26 2p
2. f(x):g(x)<:>x2—3x+2:2x—4<:>x2—5x+6=0 2p
Suma dintre abscisele punctelor de intersectie a graficelor celor doua functii este egald cu 5 3p
3| 4x=9-6x+x?=x?-10x+9=0 3p
x =1, care convine, x =9, care nu convine 2p
4. | Multimea A are 50 de elemente, deci sunt 50 de cazuri posibile 1p
in multimea A sunt 7 numere naturale, deci sunt 50 — 7 = 43 de cazuri favorabile 2p
_ nr. cazuri favorabile _ 43 )
nr. cazuri posibile 50 P
5. | Punctul M (-2,3) este mijlocul laturii BC 2p
Ecuatia medianei din A este y =3 3p
6. | 4sin? x+4sin xcos x +cos? X — 4cos xsin x + 4c0s? x=4<:>4(sin2 X +C0S° x)+0052 X=14 3p
2 . T
cos” x=0, de unde obtinem X = 3 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) X 3
det( A(x))= =X-X—(-3)-3=
(M) =]y =xx=(=9) 3
=x?—(~9)=x?+9, pentru orice numar real X 2p
b) 2020-x 3 2020+x 3 4040 6
A(2020 - )+ A(2020 + ) = + = = 3p
-3 2020-x -3 2020+x —6 4040
2020 3 2A(2020) t i ar real X 2
= = , péntru oric€ numar rea
3 2020 P P
| (n 3)2-n 3 6 3) (-n+2n-9 6 12 6
-3 n)l -3 2-n -3 -6 6 n2ion-9) -6 -12
n2-2n-3=0 i, cum n este numar natural, obtinem n=3 2p
2.a
NN N e 3p
=./64=8eN 2p
P) | xxx=x2, x*x*x=x+/3,unde xe M 2p
2 2 . .
(xﬁ) =300 <> x? =100 si, cum X M , obtinem X =10 3p
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 1
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©) | f(x+y)=1/-2020(x+y)= 2p
= -2020x + (-2020y) =\/( £ (%)) +(f (y))2 = f(x)* f(y), pentru orice x,y € (-,0] 3p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
La) | 1 (x45) - (x-2)2x
f (X): 5 > = 3p
(x +5)
2 —
_5+4x-x* (5 X)(X+1),X€R
) 2 5 2 2p
(x +5) (x +5)
& X-2 1-2
lim f(x)= lim ——= lim —X* <=0 3p
X—>+00 X>+0 X° +5 X+ 5
x(1+2]
X
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontald spre +oo la graficul functiei f 2p
€) | f'(x)=0< x=-1sau x=5 1p
Xe(—oo,—l]:> f'(X)SO,deCi f e descrescatoare pe (—oo,—l]; Xe[—1,5]:> f'(X)ZO, deci )
f e crescatoare pe [~1,5] si x €[5,+0)=> f'(x)<0, deci f e descrescitoare pe [5,+0) P
cum- lim  (x)=0, f(—l):—%, f(5)=% si_lim f (x)=0, obfinem —%sf(x)s%, ”
pentru orice numar real x
2.a) 1 .3 2
E(x) <[ InX R ~Inx-3x _x*(1-3Inx) 3p
N R R
1-3Inx . . . .
=== f (x), pentru orice x €(0,+), deci F este o primitiva a functiei f 2p
X
b) | e e Inxle
f(x)dx=F(x)| =—| = 3
Jl‘ ( ) ( )1 3 1 p
_Ine In1 1
e r e "
c) o2 o2 2 62
In x In© x
2F(x)dx= [ —dx=—r| =
{x (x) dx I == . 3p
2.2 a2 2 42
=Ine—ln e=2 -1 =§ 20
2 2 2
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 1
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 2
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p
5p

1. Determinati suma primilor trei termeni ai progresiei aritmetice (a,) _,, stiind ca a, =2.

2. Determinati numarul real a pentru care punctul A(a, a2) apartine graficului functiei f:R >R,
f(x)=4x-4.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X2 —5x+7 =x-1.
4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa fie divizibil cu 10.

5. Determinati numdrul real m, pentru care vectorii U=mi+5j si v=3i+3]j sunt coliniari.

e (e 2 . 2 . gy
6. Aratati ca (sinx—cosx)” +(sinx+cosx)” =2, pentru orice numr real X.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

L . 4 -6 1 0) . .
1. Se considerd matricele A= s 3]’ I, = 0 1 si M(x)=1,+xA, unde x este numdr real.

5p | a) Aratati ca det A=0.
5p | b) Demonstrati ca M (x)M (y)=M (x+y+Xy), pentru orice numere reale x si y .

5p | ¢) Determinati perechile de numere naturale (m,n) pentru care M (m)M (n)=M (6).

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd Xoy =Xy —-X—-Yy+2.

5p | @) Aratati ca x oy =(x—1)(y—1)+1, pentru orice numere reale x si y.
5p | b) Determinati numerele reale X pentru care xox<5.

5p | ¢) Calculati 1" 02" 23" ¢...22020", pentru orice numir natural nenul n.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

1. Se considera functia f :(O,+oo) SR, f (X) =x—elnx.
. L+« g X—e
a) Aratati ca f (X) =" Xe (O, +oo) )
X
b) Demonstrati ca graficul functiei f nu admite in niciun punct o tangenta paraleld cu dreapta de
ecuatie y=X.
c) Demonstrati cd ecuatia € —x° =0 are exact o solutie in (0,+).

2. Se considerd functia f 1R >R, f(x)=x(x+2)e*.
3

f
5p | @) Aratati ca _[ @ dx=18.

o €
1

5p | b) Calculati [ f(x)dx.

0
n X
o . x+1)e 3In2
5p | ¢) Determinati numdrul natural nenul n, stiind ca J ( ) dx = .
f(x) 2
1
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 2
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 2
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1| g +a3=2a 2p
& +a,+az3=3a,=3-2=6 3p
2. f(a)=a’=a?-4a+4=0 3p
a=2 2p
3. X2 —Bx+7 = (x-1)° 2p
3x=6,deci x=2, care convine 3p
4. Mu!;i'rnea numerelor naturale de doud cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 2p
posibile
In mql‘gimea n}lmerelor naturale de doud cifre sunt 9 numere divizibile cu 10, deci sunt 9 2p
cazuri favorabile
D= nr. cazuri _favoral_aile 9 1 Ip
nr. cazuri posibile 90 10
S./m 5
373 *
m=>5 2p
6. (sinx—cosx)? +(sin x+cos x)” =sin? x— 25N XCOs X+ C0s? X+8in2 X+ 25N XCOS X +C0s2 X = 2p
- 2(sin2 X + C0s? x) =2-1=2, pentru orice numr real X 3p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
l.a) 4 —
detA=| 1=4:(-3)-2:(-6)= 3p
=-12+12=0 2p
b) | M(X)M (y)=(1,+xA)(I, +YyA)=1, + XA+ yA+ XyAA 3p
Cum AA=A, obtinem M(X)M(y)=I,+(x+y+xy)A=M(x+y+xy), pentru orice 2
numere reale x si y
¢) | M(m+n+mn)=M(6)<m+n+mn=6 2p
(m+1)(n+1)=7 si,cum m si n sunt numere naturale, obtinem perechile (6,0) sau (0,6) | 3p
2.2) | Xey=Xy—-X—-y+1+1= 2p
=x(y-1)—(y-1)+1=(x-1)(y—1)+1, pentru orice numere reale x si y 3p
b) XoX=(x—1)2+1, de unde obtinem (X—l)2 <4 2p
Xe [—1,3] 3p
c) | 1ex=1, unde x este numar real 2p
1"02" 03" 0...02020" =1- (2” 03" o...22020" ) =1, pentru orice numar natural nenul n 3p
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 2
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SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
La)| f'(x)=x"-e(Inx)'= 3p
:]_-e.l:x__e1 X€(0,+OO) 2p
X X
b) Tangenta la graficul functiei f T1n punctul (a, f (a)) este paralela cu dreapta de ecuatie 3
y=xo f'(a)=1 P
a-¢ =l a-e=a<e=0, ceea ce este imposibil, deci graficul functiei f nu admite in 2
a
niciun punct o tangenta paralela cu dreapta de ecuatie y =X
C) f'(x)<0, pentru orice xe(0,e)=> f este strict descrescatoare pe (0,e) si f'(x)>0, )
pentru orice x €(e,+0)= f este strict crescitoare pe (e,+x) P
e*—x*=0« f(x)=0 si,cum f(e)=0, ecuatia e* —x° =0 are exact o solutie in (0,+) | 3p
2.a) | 3 f 3 3
j (x )dx j X(X+2)dx = X x| = 3p
o € 3 0
=9+9-0= 18 2p
b) | 1 1 1 1
[ f(x)dx= j(xz + 2x)exdx = (x2 + 2x)eX ~[(2x+2)e*dx = 2p
0 0%
1
=3e—(2x+2)e” +.[2exdx 3e—4de+2+2e-2=¢e 3p
09
C) | n n n 2
(x+1)e
j LA XL =2 (x? v 2x)| =2 L2 3p
(%) 2i2x 2 1 2 3
2
1In n -:;-2n 3in2 n?+2n-24=0 si, cum N este numar natural nenul, obtinem n =4 2p
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 2
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 3
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati al treilea termen al progresiei geometrice (bn )nzl’ stilndca by =1 si b, =2.
5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=3x+1. Determinati numerele naturale X, pentru care
f(x)<7.
9P | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X2 +8=x+2.
5p | 4. Determinati numérul submultimilor cu doua elemente ale multimii {0, 1, 2, 3} .
5p | 5. 1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(L1), B(4,4), C(La) si D(2,1), unde a este
numar real. Determinati numarul real a, pentru care dreptele AB si CD sunt paralele.
5p | 6. Calculati lungimea ipotenuzei BC a triunghiului dreptunghic ABC , in care AB =10 si cosB =%.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
. . 1+x X .
1. Se considera matricea A(X)= , unde X este numar real.
2X  1+2x
5p | a) Ardtati ci det(A(1))=4.
5p | b) Demonstrati ca A(x)A(y)=A(x+y+3xy), pentru orice numere reale X si y.
5p | ) Determinati numerele reale a pentru care A(a)A(a)=A(5).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd X*y = 5(X +y-— 4) —Xy.
5p | @) Aratati ca x*y=—(x—5)(y—5)+5, pentru orice numere reale X si y.
5p | b) Determinati valorile reale ale lui x pentru care x*X>X.
5p | ¢) Calculati 1%(—2)#3%(—4)%*...*2019+*(-2020) .
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R >R, f(x)=(x+ 2)2 e X,
5p | a) Aratati ca f'(x)=—x(x+2)e™*, xeR.
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
. (x+2)(y+2) _
5p | €) Demonstrati cd 0 <-——F==—=><4, pentru orice X,y e [—2,+oo) .
eX+y
2. Se considera functia f:R >R, f(x)= x%eX.
1
5p | @) Aratati ca Ji f(x)dx 1 .
0€ 4
21
5p | b) Calculati I—Z f (X) dx.
X
1
5p | ¢) Demonstrati ca orice primitiva a functiei f are un singur punct de inflexiune.
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 3
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. | Ratia progresiei geometrice (b, ) ., este q =2 3p
by=122=4 2p
2. | X+1<7T = x<?2 2p
Cum X este numdr natural, obtinem x=0 sau x=1 3p
31 %2 48=(x+2) 2p
x =1, care convine 3p
4.1 5, 4
C=ora 3
=6 2p
S. | mpg =1, mep =1-a, unde a este numar real 2p
6.
cosB =E<:>1=£ 3p
BC 2 BC
BC =20 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
la) 2 1 2 1
A(l)= =det(A(1))= =2-3-2-1=
-2 3w, s
—6-2=4 2p
b)

2p

ACA) -

[1+(x+y+3xy) X+ Y+ 3xy
L 2(x+y+3xy)  1+2(x+y+3xy)

1+ X+ Yy+Xy+2xy Y+ Xy + X+ 2Xy 3
2X+2XY + 2y +4xy 2Xy+1+2x+2y+4xy )

}: A(X+y+3xy), pentru orice numere reale x si y | 3p

©) | A(a+a+3a-a)=A(5)=3a%+2a-5=0 3p
a:—g sau a=1 2p

2.a) | X*y=—-Xy+5x+5y—-25+5= 3p
=—x(y-5)+5(y—5)+5=—(x—5)(y—5)+5, pentru orice numere reale x si y 2p

b) —(x—5)2+52x<:>(x—5)(x—4)£0 3p
xe[4,5] 2p

C) | x*5=xsi 5*xy=y,unde X si y sunt numere reale 2p

1#(—2)#3%(—4)*5%...% 2019*(-2020) = ((1* (—2)*3=* (—4))* 5)* (—6)*...% 2019*(-2020) =

=5%((—6)*...x2019%(-2020))=5 P

Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 3
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SUBIECTUL al Ill-lea

(30 de puncte)

La) | fr(x)=2(x+2)e ™ +(x+2)7 e (-1) = 3p
=(—x2—2x)e‘X =—x(x+2)e™*, xeR 2p
b) 2)? 2(x+2
fim £ (x)= fim (x+2Pe  tim CFE2 i 2052 2 g 3p
X—>+00 X—>+00 x>+  a¥ x>+  @X X—>+0 pX
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptotd orizontala spre +oo la graficul functiei f 2p
c) f'(x)>0, pentru orice xe[-2,0]= f este crescatoare pe [-2,0] si f'(x)<0, pentru orice
XE[O,+OO):>f este descrescatoare pe [0,+oo) si, cum f(0)=4, obtinem f(x)s4, 3p
pentru orice x e[-2,+)
X,y €[-2,+0)=0< f( )<4si 0<f(y)<4=0<f(x)f(y)<16=0<./f(x)f(y)<4,
+2 2
de unde obtinem 0< Jy+2) <4, pentru orice X,y e[-2,+x) P
e)(+y
2a)| 1 1 411
1 3 X
— f(x)dx=|x"dx=—| = 3
gex (x)dx=[xCae=" p
1 1
4 4 P
b) | 2 1 2 2
j—zf x)dx=J‘xeX dx=(x-1)e*| = 3p
1X 1
— g2 2p
c) F:R — R este o primitiva a functiei f , deci F'(X) =f (X):> F "(X)z XZ(X+3)eX , XeR 2p
F"(x)<0, pentru orice xe(-,-3), F"(x)>0, pentru orice xe(-3,0) si pentru orice .
x €(0,+), deci functia F are un singur punct de inflexiune P
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gsz-nat

Test 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati termenul b; al progresiei geometrice (by ), , stiind ca bs =3 si bg =6.
5p | 2. Se considerd functia f:R — R, f (x)=x?-20. Determinati numerele reale a, stiind ca f(a)=a.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5* = 5% .
5p | 4. Determinati cate numere naturale impare, de doua cifre distincte, au cifrele elemente ale multimii
{1,2,3,4,5,6} .
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,0), B(0,1) si C(L0). Determinati
coordonatele ortocentrului triunghiului ABC .
5p | 6. Calculati cos2x, stiind ¢ tgx =~/3 si x e (o,%) .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. Se considerd matricele A= ((])' g')j , B= ((])_ gj si M(x)=A+xB, unde x este numar real.
5p | a) Ardtati ci det(M (1))=0.
5p | b) Demonstrati ca M (x)M (y)=M (y)M (x) daci si numai dacd x=y.
5P | ¢) Determinati perechile de numere intregi (m, n) pentru care M (m2 +1)M (nz) =M (nz)M (m2 +1) .
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd Xoy=X+Yy-+7Xy.
5p | &) Aratati ca Xy = 7(x +%)(y +%) —%, pentru orice numere reale X si y.
5p | b) Determinati numerele reale X, pentru care Xox=5.
5p | €) Dati exemplu de numere distincte a,b e Q\Z pentru care numarul a-b este natural.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
o . 2(x-1)
1. Se considera functia f :(0,4+0) >R, f(x)=Inx— v
5p | @) Aratati ca f'(x)=%52, xe(0,+).
X
5p | b) Determinati abscisa punctului situat pe graficul functiei f in care tangenta la graficul functiei f
este paralela cu dreapta de ecuatie y =—X.
5p | ¢) Demonstrati ca f (%) <0.
2. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)=Inx.
€
5p | a) Aratai ca I f'(x)dx=1.
1
e g2
fo(x
5p | b) Calculati J.X() dx.
1
p 2 3
5p | ¢) Determinati numarul real p, p>1, stiind ca Ix f (x)dx =p7|n P—y-
1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 4

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1| b2 =bgh, =36=230, 3p
2. | a2-20=a«<a’-a-20=0 3p

a=-4 sau a=>5 2p
3. | 5X =5 s x=—3x > 4x=0 3p
x=0 2p
4. | Cifra unitatilor se poate alege in 3 moduri 2p
Pentru fiecare alegere a cifrei unitatilor, cifra zecilor se poate alege in cate 5 moduri, deci
sunt 5-3=15 numere impare de doud cifre distincte, cu cifrele elemente ale multimii | 3p
{1,2,3,4,5,6}
5. | AO=BO=CO si Oe AC, deci AABC este dreptunghicin B 2p
Coordonatele ortocentrului triunghiului ABC sunt x=0, y=1 3p
6.
tgx:\ﬁgiXE[O,zjjx:Z 2p
2 3
cost:cosZ—”:—1 3p
3 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
la) 11 11
M(1)=A+B= =det(M(1))= =1.1-1.1= 3
@-ave-(] ;|- ta(m@)-| | b
=1-1=0 2p
b) | M(X)M(y)=AA+yAB+xBA+XxyBB, M(y)M (x)=AA+XAB + yBA+ yxBB 2p
Cum AB=A si BA=B, obtinem YA+XxB=xA+yB < (x—y)A=(x-y)Bx=y 3p
€) | m? +1=n? & (n-m)(n+m)=1 2p
Cum m si n sunt numere ntregi, obtinem (m,n)=(0,-1) sau (m,n)=(0,1) 3p
2.a
) x<>y=7xy+x+y+£—£= 3p
77
1 1) 1 1 1) 1 . . 2p
=7X| y+=|+| y+= |-==7| x+= || y+= |—=, pentru orice numere reale x si y
7 7) 7 7 7) 7
b) 12 1 12 36 1 6 1 6
TN X+=| —==5&|X+=| =—SX+-=—= sau X+—=— 3p
7 7 7 49 7 7 77
5
X=-1sau x=—= 2
7 p
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c
) De exemplu, a:l si b—§ 2p
7 7
ach= 7(a+ j(b+1j 1 7-2-———=1eN 3p
7 1) 7 7
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.2) 1 2x-2(x-1)
f'(x)==——>—~= 3
()=3"—>2 P
X—2X+2X—-2 Xx-2
X X
b) | Tangenta la graficul functici f in punctul (a, f (a)) este paralela cu dreapta de ecuatie 3
y=—x< f'(a)=-1 P
a—_22=—1<:> a’+a-2=0<a=-2, care nu convine sau a=1, care convine 2p
a
c) | f'(x)<0, pentruorice xe(0,2)= f este strict descrescitoare pe (0,2) 2p
O<1<E<2:> f£2j< f(1) si,cum f(1)=0, obtinem f(%)<0 3p
2.a) e e e
f'(x)dx=f(x)| =Inx| = 3p
J £ (gax=t 0] =inx|
=Ine—-Inl=1 2p
b) | e £2(x e e
[ (94 [21n?xd X 3p
1 X 1 X 1
1
== 2
3 p
c)| p X2 p P2 n2 2
J. f(x)dx = '[xlnxdx_—lnx IX— LB In p—p—+l 3p
1 . 1 12 X 4 4
2 2 2
p pc 1 p 3 . .
—Ihp-—+===—Inp—-= si,cum p>1, obtinem p=2 2
2 P 4 4 2 P 4 P ) P P
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_gsz-nat

Test5
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

1. Aratati ca (0,2-10-1)(0,2-10+1)=3.
2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x*-2. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
f(x)=x.

3. Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia 246 — X =/x+14 .

4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sd aiba cifra zecilor cu 2 mai mica decat cifra unitatilor.

5p | 5. Determinati numirul real a, pentru care u+v =0, unde u=ai+(a-1)j si v=2i+3j.
5p | 6. Ardtati ci tgx = % , stiind ca sinx = g si xe [0,%) .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
X+ay=1

5p
5p
5p

5p
5p
5p

1. Se considerd sistemul de ecuatii <2x+Yy+az=4, unde a este numar real si A(a) matricea
-3Xx-y+z=1

coeficientilor sistemului.

a) Aratati ca det(A(O)) =1.

b) Pentru a =-1, determinati solutia sistemului de ecuatii.

c) Demonstrati ca, pentru orice numar rational p, matricea A( p) este inversabild pentru orice

numar rational p.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa si cu element neutru

X*y=xXy—-101x-101y +10302.

a) Aratati cd x*y =(x—101)(y—101)+101, pentru orice numere reale Xsi Y.

b) Determinati numerele reale care sunt egale cu simetricul lor in raport cu legea ,,*”.
c) Determinati numerele Intregi x si y, cu x<y, pentru care x*y =202.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f:R >R, f(x)=e*-x-5.

5p | @) Determinati panta tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x =0, situat pe graficul
functiei f .
5p | b) Demonstrati ca functia f este convexa pe R .
5p | €) Demonstrati ca e* (1-x) <1, pentru orice numar real X.
X2 +4
2. Se considerd functia f :(0,+00) —(0,+), f(x)= .
X
: 4
5p | &) Aratati ca J( f (X)——jdx =4,
1 X
T 2
5p | b) Calculati dx.
> F(X)
€
5p | ¢) Determinati numdrul real nenul a, stiind ca J.( f (x) - ij Inxdx = e”+1
X a
1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M _gr-nat

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test5
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1.1(0,2:10-1)(0,2-10+1)=(2-1)(2+1)= 3p
~-1.3=3 2p
2| x2—2=x=x?-x-2=0 3p
x=-1sau x=2 2p
3. | 4(6—x)=x+14=24-4x=x+14 < 5x=10 3p
X =2, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 1
posibile p
in multimea numerelor naturale de doua cifre sunt 7 numere care au cifra zecilor cu 2 mai
L A s . . . 2p
mica decat cifra unitatilor, deci sunt 7 cazuri favorabile
_ nr. cazuri favorabile _ 7 ’
nr. cazuri posibile 90 P
S lu+tv=(a+2)i+(a+2)]j 3p
a=-2 2p
6. 3 4
Cum sin? x+cos?x=1 si xe (0%) obtinem coSX = 1—&) -2 3p
sinx 35 3
fgx=—-=2.2=2 2
J cosx 54 4 P
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 00 1 00
A(0)=| 2 1 0|=det(A(0))=|2 1 0= 3p
-3 -1 1 -3 -11
=1+0+0-0-0-0=1 2p
b) X—Yy= 1
2X+y—-2=4 si det(A(—l)) =-1+0, deci sistemul de ecuatii admite solutie unica 2p
-3X-y+z=1
x=-5, y=-6, z=-20 3p
C) 1 p O
A( p) =2 1 p|= det(A( p)) =-3 p2 —p+1,unde p este numar rational 2p
-3 -1 1
—3p2—p+1=0<:> p=—1+g/1_3eQ sau p=—1_é/1_3§£<@, deci, pentru orice numar 3
p
rational p, det(A(p))=0, adicd matricea A(p) este inversabila
2.8) | x*y=xy-101x—101y +10201+101= x(y—101)-101(y—-101)+101= 3p
=(x—101)(y—101)+101, pentru orice numere reale Xsi Y 2p
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test5
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b) | Elementul neutru al legii ,, *” este e =102 2p
x=X'&x*x=102 < (X—lOl)2 =1, de unde obtinem x =100 sau x =102 3p
€) | x*y =202« (x—101)(y-101)+101=202 < (x—101)(y-101)=101 2p
Cum x si y sunt numere intregi cu x <y si 101 este numar prim, obtinem x=0 si y=100 3
sau x =102 si y =202 P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) f'(x)=e*-1, xeR 3p
Panta tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x =0, situat pe graficul functiei
L} 2
f esteegalicu f'(0)=e’~1=0 P
b) f'(x)=¢€, xeR 2p
f "(x) >0, pentru orice numar real X, deci functia f este convexa pe R 3p
)| f'(x)=0<x=0 1p
f'(x)<0, pentru orice xe(—x,0]= f este descrescitoare pe (—,0], f'(x)=0, pentru
orice xe[0,4%0)= f este crescatoare pe [0,+x) si, cum f(0)=—4, obtinem f(x)>—4,| 2p
pentru orice xe R
f(—x)>—4, deci e™* >—x+1, de unde e*(1-x) <1, pentru orice numdr real X 2p
24) | 3 3/ .2 3 213
J‘[f(x)_ﬂjdxz_"[x +4—£de=‘[xdx=x— = 3p
1 X 1L X X 1 21
9 1
=2 _—_-4 2
2 2 P
b) | s 6 6
jidxﬂ. 22X dx:ln(x2+4) = 3p
> f (x) > X +4 2
=In40-In8=1In5 2p
C) |e e el 2\ 2 e e 2 2l a2
J‘(f (x)—fjln xdx:J.xIn xdx:f X linxdx=2-Inx —J‘zdx=e——x— e+l 3p
1 X 1 1 2 2 13 2 2 41 4
2 2
e +1:e +1,deci a4 2p
4 a
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati suma primilor cinci termeni ai progresiei aritmetice (a, )n21, stiind ca a; =5 si ratia
r=2.
5p | 2. Determinati multimea valorilor reale ale lui a pentru care ecuatia x? —ax+a—1=0 are solutii reale
distincte.
3P | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3 — I +x+2=1.
5p | 4. Calculati 2C3 —3A;7 .
5p | 5. Se considera vectorii U=i+aj si v= 2_i-+(a2 +1)] , unde a este numar real. Determinati numarul
real a pentru care vectorii U si v sunt coliniari.
5p | 6. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC cu AB=8, BC=8 si aria egala cu 16. Determinati
masura unghiului B.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
o 01 1 0) .
1. Se considerd matricele A= L ol I, = o 1) ¥ M(X,y)=xl,+ YA, unde x si y sunt numere
reale.
5p | @) Arétati ca detA=-1.
5p | b) Demonstrati ¢ M (x,y)-M (a,b)=M (xa+ yb,xb+ya), pentru orice numere reale a, b, x si y.
5p | c) Determinati perechile (x,y) de numere reale, stiind ci det(M(x,y))=4 si suma elementelor
matricei M (x,y)-M(X,y) este egald cu 8.
2. Pe multimea numerelor reale se definesc legile de compozitie X*y =X+Yy—1 §1 Xoy=Xy—X—-y+2.
5p | @) Aratati ca 20 (1%3)=(221)*(2-3).
1 X#X
5p | b) Determinati numerele reale x pentru care 3*° =(§j .
5p | ) Determinati numerele reale X si y pentrucare (x—1)*(2y+1)=2 si (x+y)-4=10.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
( ) 5x -3, Xe(—oo,l)
1. Se considera functia f:R >R, f(x)= )
X2 —X+x? +3, X [1,+)
5p | @) Aratati cd functia f este continud pe R .
5p | b) Aratati ca, pentru orice numar real a, a>1, tangenta la graficul functiei f Tn punctul A(a, f (a))
nu este paraleld cu axa Ox .
5p | ¢) Demonstrati ca functia f este convexa pe (1,+).
2. Se considera functiile f :(0,+0) >R, f(x)=vx+x+1si g:(0,+®) >R, g(x):@.
X
5p | @) Demonstrati ca functia f este o primitiva a functiei g .
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4
5p | b) Calculati jg (X)dx :
1

m
5p | ) Determinati numarul real m, m>1, pentru care I f(x)-g(x)dx=20.
1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 2a,+4r)-5 (2-5+4-2).5
a1+a2+a3+a4+a5=( 12 ):5_( : ):5_ 3p
- 45 2p
2.1 A=a?-4(a-1)=(a-2) 2p
A>0<aeR\{2} 3p
3132 ixr2-2x2 +x-6=0 3p
X=-3sau x=2 2p
4, 3 o2 41 41
2C3 —3A2 =2. -3 =
43 31(4-3)1 ~ (4-2) 2p
=2-4-3-4.3=8-36=-28 3p
5.
1 2a <a’-2a+1=0 3p
2 a‘+1
a=1 2p
AAABCZAB BC2: smB<:>16=885|nB 3p
sin B:% si, cum triunghiul ABC este ascutitunghic, obtinem ca unghiul B are mésura de 30°| 2p

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
M geraz® Yo0.0-11-
1o - 3
=0-1=-1 2p
b) A-A= 10 =1 2
“lo 1)7 2 p
M (x,y)-M (a,b)=(xlI, + yA)(al, +bA)=xal, + xbA+ yaA+ ybA- A=(xa+yb)l, +(xb+ya) A= 3
=M (xa+ yb,xb+ ya) pentru orice numere reale a, b, x si y P
c
) det(M (x,y))= ; i‘:xz —y?, pentru orice numere reale x si y, deci (x—y)(x+y)=4 | 1p
M(x,y)-M(xy)=M (xz + y2,2xy):>2(x2 +y? +2xy)=8  deci (x+y)’ =4 2p
X+Yy=X—y=-2sau x+Yy=x-y=2, deci perechile sunt (-2,0) sau (2,0) 2p
28) | 20(1%3)=20(143-1)=203=2-3-2-3+2=3 2p
(201)%(28)=(2-1-2-1+2)%(2-3-2-3+2)=1%3=1+3-1=3=20(1%3) 3p
b) | xox=x%-2x+2 si X*X=2x-1, pentru orice numar real X 2p
X*X
3X°X=(3‘2) & Xox=-2-(x*x) e x> +2x=0, deci x=-2 sau x=0 3p
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0) | (x-1)*(2y+1)=2<x+2y=35si (x+Yy)o4=10 x+y=4 3p
Obtinem x=5, y=-1 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
LD | Jim £ (x)=lim(5x-3)=2, lim f(x)= Iim(x2 — x4+ 3):2 si f(1)=2, deci
x—1 x—1 x—1 x—1
x<1 x<1 x>1 x>1 3p
Iim1 f(x)=f (1), de unde obtinem ca f este continud in x=1
X—>
Cum f este continud pe (—,1) sipe (1,+), obtinemca f este continud pe R 2p
b) | ., X
f (x):2x—1+\/2_, x € (1,+) 2p
X“+3
Tangenta la graficul functiei f Tn punctul A(a, f (a)) are panta egald cu f'(a) si, cum
f'(a)>0, pentru orice a e (1,+), obtinem ca f'(a)=0, deci tangenta la graficul functiei | 3p
f npunctul A nu este paralela cu axa OX , pentru orice a € (1, +oo)
C) 3
fr(x)=2+————, xe(1,+)
(x2 +3) x2+3 2p
f"(x)>0, pentru orice X € (1, +oo) , de unde obtinem ca functia f este convexa pe (1, +oo) 3p
2.a) 1
f'(X)=——=+1= 3
( ) 2% p
JX +2x ) . . L .
== 9 (x), pentru orice xe(0,+), deci functia f este o primitiva a functiei g 2p
b) | 4 4
jg(x)dx:f(x)1=f(4)—f(1)= 3p
1
-7-3=4 2p
C) m m 1 ) m 1 ) )
f . dx=|f - (x)dx==f =—(f -fe(1
J10-0(x)a= 1) (9= 120 =3 12(m)- () s
f2(m)-9=40< f(m)=-7, care nu convine sau f(m)=7, de unde obtinem m =4 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_gz-nat

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii Test!

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Determinati suma primilor cinci termeni ai progresiei geometrice (b, )nzl, stiindca by =1si b, =2.
5p | 2. Se considera functia f:R >R, f(x)= 3x% 11X +6. Determinati multimea valorilor reale ale lui

x pentru care punctele A(x, f (x)) sunt situate sub axa Ox.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Ig(1— X) —lg(7-x)=-1.
5p | 4. Determinati numérul natural n, n> 2, pentru care C} +CZ2 =6.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considera punctul A(Za—l, az), unde a este numar real. Determinati

numerele reale a pentru care punctul A apartine dreptei d de ecuatie y=x+4.

5p | 6. Determinati cos2x, stiind ca X este numar real si Sin X =1—2 .
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 1 -2 X+y—-2z=1
1. Se considerda matricea A(a) =1 -2 1 | sisistemul de ecuatii < Xx—2y+2z=2, unde a este
a 1 1 ax+y+z=3

5p
5p
5p

5p
5p
5p

numar real.

a) Ardtati ca det(A(1))=-9.

b) Demonstrati ca suma elementelor matricei B(a)=A(a)- A(a) nu depinde de numarul real a.

c) Pentru a = -2, arétati ca sistemul de ecuatii este incompatibil.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X*y =Xy +m(x+y), unde m este

numar real.
a) Aratati ca (—1)*1=—1, pentru orice numar real m.

b) Demonstrati cd x*y = (x+m)(y+m)—m?, pentru orice numere reale x, y si m.

c) Pentru m = —1, determinati numerele reale x pentru care 5% *5*™1 = —1.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

5p

1. Se considera functia f :

—

0,+0) >R, f(x)=

2
S

1—
XZ

a) Aratati ca f (X) = , X€ (0,+oo) )

b) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f .

f 1
c) Calculati lim () :
x—>1 Xx—1

2. Se considera functiile f:(0,40)—>R, f(x)=l+ex+m, unde m este numir real, si
X

F:(0,40) >R, F(x)=Inx+e* +4x+1.

a) Determinati numarul real m astfel incét functia F sa fie o primitiva a functiei f .
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e
5p | b) Pentru m =4, calculati _[ f(x)dx.
1
2
5p | ¢) Pentru m =0, calculati Ix f(x)dx.
1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

Test 7

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. | Ratia progresiei geometrice (bn )nZl este q=2 2p
b(g°-1) 1-(2°-1
S5 = ( )z ( )=31 3p
q-1 2-1
2.1 f(x)<0e3x*-11x+6<0 2p
A =49, deci Xe[§,3j 3p
3. 1-x 1-x 1
g=—=-1>=—"=— 3
J 7—X 7-x 10 P
1 .
X= 5 , care convine 2p
4. n(n-1
n+ (2 ) C6sn?+n_12-0 3p
Cum n este numar natural, n > 2, obtinem n=3 2p
> A(Za—l,az)ed oa’=2a-1+4 2p
a’?-2a-3=0,deci a=-1sau a=3 3p
6. 2
cost:l—Zsinzx:l—Z-(Ej = 2p
13
144 119
169 169
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 1 -2 1 1 -2
Al)=|1 -2 1 |=>det(A(1))=L -2 1|= 2p
1 1 1 1 1 1
=—2+(-2)+1-4-1-1=-9 3p
b) 2-2a -3 -3
B(a)=A(a)-A(a)=| a-1 6 -3 |, pentru orice numir real a 3p
2a+1 a-1 —2a+2
Suma elementelor matricei B(a) este egala cu 0, deci nu depinde de numarul real a 2p
c) X+y-2z=1
Pentru a = -2, sistemul devine { x—2y+z=2 2p
-2X+Yy+2=3
Adunénd cele trei ecuatii ale sistemului (X+Yy—22)+(Xx—2y+2)+(-2x+y+2)=1+2+3, 3
obtinem 0 =6, fals, deci sistemul de ecuatii este incompatibil P
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2.8) | (-1)*1=(-1)-1+m((-1)+1)= 3p
=-1+m-0=-1, pentru orice numar real m 2p
b) x*y:xy+mx+my+m2—m2: 2p
=x(y+m)+m(y+m)-m? =(x+m)(y+m)-m?, pentru orice numere reale x, y si m 3p
9| (5*-1)(5**-1)-1=-1&5 ~1=0 sau 51 -1=0 20
Xx=0 sau x=-1 3p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) 1Y 3
- 1 1 -5 1
fr =2 2 —_=2.-= 24 = =
(x) (x }sz ( ij +X2 3p
1 1 1-+/x
=———+—=—75—, Xe(0,+0 2
R €(0,4) p
b) | . (2 1
I f = | —-——1=0
X—I>Too (X) X—I>Too \/; Xj Sp
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontald spre +oo la graficul functiei f 2p
c : _ _
im0 i : X i A 3
x—>1 X—=1 x-lx (x_]_) xalxz(\/;_]_)(\/;_kl)
Cim—— 1
X—)lxz(\/;+1) 2 2p
2:2) F'(X)=1+ex+4,Xe(O,+oo) 3p
X
F este primitiva a functiei f < F'(x)= f(x), pentru orice x €(0,+w), deci m=4 2p
b) | e e
jf(x)dx:F(x)le(e)—F(l)z 3p
1
=e®+3e-3 2p
c)| 2 2 2 2
f(x)dx=|x| =+e* |dx=|(1+xe*|dx= -1)e*)| =
{x (x) dx {x[x+ j X {( +X ) X (x+(x ) )1 3p
=2+e’-1=e?+1 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_gz-nat
Test 8

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p

5p

5p

1. Aratati ca (log, 63—log, 7)- =2.

log, 3

2. Determinati multimea valorilor reale ale lui m pentru care ecuatia x2+mx—m=0 nu are solutii
reale.

2.0 _ 1
81
4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar n din multimea numerelor naturale de o cifra, acesta

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3"

sa verifice inegalitatea n!<n(n-1).
5.Tn reperul cartezian xOy se considera punctele A(-4,0), B(0,4) si O(0,0). Determinati

coordonatele punctului C , stiind cd AB =0C .

6. Determinati numarul real a, a>1, stiind ca a—1, 2a si 2a+1 sunt lungimile laturilor unui
triunghi dreptunghic.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p
5p

5p

1 0 Ina
1. Se considera matricea A(a)={0 a 0 |, unde ae(0,+x).
0 0 1

a) Aritati ca det(A(e))=e.
b) Demonstrati ca det(A(a2 )) =det(A(a)-A(a)), pentru orice a e (0,+x).

c) Determinati numerele a, b e (0,+w) pentru care A(a)+A(b)=2A(a)-A(b).

2.Pe  multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
Xo y=3xy—3ﬁ(x+ y)+6+ﬁ.

a) Aratati ca xEO].: xE

b) Demonstrati ca xoy = 3(x - ﬁ)(y — \/5) ++/2, pentru orice numere reale x si y.

VB B
V12 377 2017

c) Calculati

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p

2% +3 -4, xe (—oo,l)
1. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=<,2_, .1

X2

, Xe[1,+oo) .

a) Aratati ca functia f este continud pe R.
b) Demonstrati ca functia f este crescatoare pe (—o,1).

¢) Demonstrati cd f (x) <1, pentru orice numdr real X.

2X+4

2

2. Se considera functia f :(-1+0) >R, f(x)= Zoanid
XS +4X+

1
a) Aratati cd j(x+1)(x+3) f(x)dx=5.
0
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2
5p | b) Calculati I f(x)dx.
0
5p | ¢) Demonstrati ¢a orice primitiva F:(—1+0)— R afunctiei f este concava.
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

Test 8

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 1 63 1
log, 63—1log,7)- =log, —- =
( 92 92 ) log, 3 92 7 log,3 2p
% log, 3 92 log, 3 3p
2.1 A=m?+4m, deci ecuatia nu are solutii reale < m? +4m <0 3p
me (—4,0) 2p
3.1 20 34 4215 3p
X=-4 sau Xx=4 2p
4. | Multimea numerelor naturale de o cifra are 10 elemente, deci sunt 10 cazuri posibile 2p
nl<n(n-1)=n=2 sau n=3, decisunt 2 cazuri favorabile 2p
_ nr. cazuri favorabile 2 1 1
nr. cazuri posibile 10 5 P
5 | AB=4i+4] si OC=ai+bj,unde C(a,b), deci ai+bj=4i+4j 3p
a=4,b=4 2p
6. . . . . 2 2 2 .
Cum triunghiul este dreptunghic, 2a+1>a-1 si 2a+1>2a=(2a+1)" =(2a)" +(a—1), deci 2
a’-6a=0
Cum a este numar real, a>1, obtinem a=6 3p

SUBIECTUL al Il-lea

(30 de puncte)

1) 10 1 101
A(e)=|0 e 0|=det(A(e))=[0 e 0= 2p
0 01 0 01
=e+0+0-0-0-0=¢ 3p
b) 1 0 2lna
A(a)-A(a)=|0 a* 0 |=det(A(a)-A(a))=a’, pentruorice ae (0,+x) 3p
0 0 1
1 0 Ina?
det(A(az)) =0 a* 0 |=a’=det(A(a) A(a)), pentru orice a e (0,+) 2p
0 O 1
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c) 2 0 In(ab) 1 0 In(ab)
A(@)+A(b)={0 a+b 0 [ A(@)-A(b)=|0 ab 0 |, pentruorice a,be(0,+x) 3p
0 O 2 00 1
2 0 In(ab)) (2 0 2In(ab)
0 a+b 0 |=|0 2ab 0 <ab=1si a+b=2, deunde obtinem a=1si b=1 2p
0 O 2 0 O 2
2.9) ﬁolzs.ﬁ-1—3ﬁ(ﬁ+1) +6++/2= 2p
—3V2-6-32+6+2=12 3p
b) | xoy=3xy—3v2x-3J2y+6+2= 2p
_3x( J_) 3J_( J_)+J§=3(x—ﬁ)(y—ﬁ)+ﬁ,pentru orice numere reale x si y | 3p
) | xo/2=42,2oy=+/2,unde x si y sunt numere reale 2p
V4 N5 B V2020 (V4 N5\ 5] NT o 2020 5 (N7 42020 3
AR B hr |2 Ja o NNV P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 2 _
lim £ (x)=lim (2 +3"~4)=1, lim f()=tim* X221 G f@)=1, deci
x—1 Xx—1 x—1 x—1 X
x<l x<l x>1 x>1 3p
Iimlf (x)=f (1), de unde obtinem ca f este continud in x =1
X—>
Cum f este continua pe (—o,1) sipe (1,+0), obtinemcd f este continud pe R 2p
b) | xe(—0,1)= f(x)=2"+3"-4,deci f'(x)=2"In2+3"In3 3p
f'(x)>0, pentru orice x e(—=,1), deci functia f este crescatoare pe (—o,1) 2p
C) | f este crescitoare pe (—»,1) si continud in x=1, deci f(x)<f(1) si, cum f(1)=1, )
obtinem f (x)<1, pentru orice X e(—x,1) P
xe(1,40)= f'(x)=x—_32, deci f'(x)<O0, pentru orice xe(1,2) si f'(x)>0, pentru
X
orice Xe(2,+oo) si, cum f este continua, f(1)=1 si lim f(x)zl,ob‘ginem f(x)31, 3p
X—>400
pentru orice X €[1,+)
2a) | 1 1 1
j(x+1)(x+3)f(x)dx:j(2x+4)dx=(x2+4x) = 3p
0
0 0
=1+4-0=5 2p
b) | 2 2 2
jf(x)dx:jzb(—+4dx=ln(x2+4x+3) = 2p
0 o X“+4x+3 0
=In15-In3=1In5 3p
©) ~2(x? +4x+5)
F'(x)=f(x), xe(-1,+x), deci F"(X)z—z, X € (—1,+0) 3p
(x2+4x+3)
F"(x) <0, pentru orice x e(—1,+), deci orice primitivd F a functiei f este concava 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Comparati numerele log,16 si J125.

9P | 2.Se considerd functia f:R—>R, f(x)zx2 +(a+2)x+2a+1, unde a este numar real.
Determinati numerele reale a pentru care graficul functiei f este tangent axei Ox .

2
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5% X2 =5%°.

5p | 4. Demonstrati ci numerele C}, AZ si AZ sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-11), B(La) si C(4,2a+1), unde a este

numar real. Determinati numarul real a, pentru care punctele A, B si C sunt coliniare.
5p | 6. Determinati raza cercului circumscris triunghiului MNP, stiind ca MN =16 si m(<«P)=30°.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

1 a -1 X+ay—-z=a

1. Se considera matricea A(a)=|1 -1 -—a| si sistemul de ecuatii {X—y—az=-1, unde a este
a -1 1 ax—-y+z=-1

numar real.

5p | a) Ardtati ca det(A(1))=—4.

5p | b) Determinati multumea valorilor reale ale lui a pentru care matricea A(a) este inversabila.

5p | C) Aratati ca sistemul de ecuatii hu admite nicio solutie (Xo, Yo.2o) pentru care Xy =Yy =Z.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa x *y = «ﬁx‘o’ + y3 +8.

5p | @) Ardtati ca 2020*(—2020)=2.

5p | b) Determinati elementul neutru al legii de compozitie ,, * .

5p | c) Stiind ca (R,*) este grup, demonstrati ca functia f:R—R, f(x)=x°+8 este morfism de la

grupul (R,*) la grupul (R,+).

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f:(—2+oo)—>]R, f(x):%jL%_
X+2 X+

5p | @) Arataticd lim (x f(x))=2.

X—>+00

5p | b) Demonstrati ca functia f este descrescatoare pe intervalul (—2,+oo) .

5p | c) Determinati x e[—1,+<0) pentru care f(x)eZ.

2. Se considera functia f :R—>R, f(x)= X tl .
€

2 x+1

5p | @) Aratati ca j— dx=e?-1.

f(x)

0
1

5p | b) Calculati jeSx f2 (x)dx.
0
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f(x
X+1

a
5p | ¢) Se considera numerele reale pozitive a, b si ¢c. Demonstrati ca, daca 1—_[
0

~
o
3
=
|
o —T
—
—
>
~—
o
x

Cc
. f(x ) . ) . . . i )
S1 1—.[ ( ]? dx sunt termeni consecutivi ai unei progresi geometrlce, atunci a, b s1 C sunt termeni
X+
0

consecutivi ai unei progresii aritmetice.
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1| 1og,16 =log, 2* =4 2p
Cum 3125 = ¥/5% =5, obtinem ci log, 16 < 3125 3p
2. A= (a+ 2)2 —-4(2a+1)= a® —4a, unde a este numir real 2p
Graficul functiei f este tangent axei Ox< A=0,deci a=0 sau a=4 3p
3| x2-x-2=3x-5<x?—4x+3=0 3p
Xx=1sau x=3 2p
41 ch=4, A2=125 A2=20 3p
12-4 +220 ,deci Ci, A? si A2 sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice 2p
5. a- a+l <
Mag == Mpc == unde a este numar real 2p
A, B si C suntcoliniare = mpg =mgc =>3a—-3=2a+2,deci a=5 3p
6. . 1
sinP == 2
5 p
2R = ﬂ = R=16 3p
sinP
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 1 1 -1 1 1 -1
Al)=|1 -1 -1|=det(A(1))=L -1 1= 2p
1 -1 1 1 -1 1
=—141+(-1)-1-1-1=-4 3p
b) det(A(a))= —a(a2 +3), pentru orice numar real a 2p
Matricea A(a) este inversabild <> det(A(a))#0, deci aeR”" 3p
c) Xo + Xy — X =a
Dacd (Xg, Yg,2g) este solutie si Xg = Yo = Zg, atunci { Xy — Xy —aXy =—1, unde a este numar )
axXg— Xy +X%Xy=-1 P
real
Obtinem axy =1 si ax, =—1, ceea ce este imposibil 3p
28) | 2020+ (—2020) = %/ 2020° +(-2020)° +8 = 3/2020° - 2020° +.8 = 3p
= §/§ =2 2p
b) X*e =X, pentru orice numar real X, deci I+l +8=xx®+e®+8=xce=-2 3p
Cum (—2)*x= \3/(—2)3 +x3+8= io’/x_3 =X, pentru orice numar real X, obtinem cd e=-2 20
este elementul neutru al legii de compozitie ,, *”
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c) 3
f(x*y):(x*y)3+8=(\3/x3+ y3+8) +8=x>+y®+8+8= 2p
=x®+8+y>+8=f(x)+ f(y), pentru orice numere reale x si y, deci f este morfism de 3
la grupul (R,*) la grupul (R,+) P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a)
lim (xf(x))= fim [ <=+ 2= im | 1oL |- 3p
X—>+0 xo+o\ X+2 X+4) xo+x 1+g 1+ﬂ
X X
=1+1=2 2p
b) | .. 1 1
f (X)=— 5= 5 X € (—2,+) 3p
(x+2)° (x+4)
f'(x) <0, pentru orice x e(—2,+x), deci f este descrescitoare pe (—2,+) 2p
c .
) f este continud, f este descrescatoare pe [-1,+00), f(—l)zﬂ si lim f(x)=0, deci
4 X—>+00 3p
f(x) e(o,g} , pentru orice x e[—1,+wx)
f(x)eZ,deci f(x)=1< x? +4x+2=0 si, cum X € [1,+00), obtinem x=—2+2 2p
2a) | 2 2 2
_[ x+1 dx=jexdx=ex = 3p
5 F(%) 5 0
—e? el —e?1 2p
b) | 1 1 ) 1
[e¥2(x) dx = [(x+1)" " dx=(x2 +1)eX = 3p
0
0
=2e—-e%=2e-1 2p
)| ¢ 2 f(x bf(x Cf(x
—(X):e‘x €(0,+00)=1— I—( ) dx=e"2, 1—I ( )dx=e’b, 1—_[ () 3p
X+1 0 X+ 0 X+1 0 X+1
2
e e® si €7 sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice<:>(e‘b) e %.e7°,
2
deci e =e7@C, de unde obtinem 2b=a+c, adica a, b si ¢ sunt termeni consecutivi ai P
unei progresii aritmetice
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_gz-nat

Test 10
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p

5p

5p

1. Determinati numarul real a, a>1, pentru care numerele a—1, 3 si a+7 sunt termeni consecutivi
ai unei progresii geometrice.

2. Determinati suma absciselor punctelor de intersectie a graficelor functiilor f:R—>R,
f(x)=x*-6si g:R—>R, g(x)=—x-3.

3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia 32 _3¥_8=0.

4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar n din multimea A={2,3,4,5, 6,7,8,9} , acesta sa

verifice inegalitatea C2 <3C! .

5. Determinati numerele reale m, m=2, pentru care vectorii u=4i+mj si v=(m-2)i+2j sunt

coliniari.

6. Determinati perimetrul triunghiului ABC, stiind ca AB=5, AC =4 si m(<A) =60°.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

(m2 —1)x+my+4z=1

1. Se considera sistemul de ecuatii X+y+z=0 , unde m este numar real.

mx+3y+z=-1

a) Determinati numarul real m pentru care tripletul (—1,0,1) este solutie a sistemului de ecuatii.
b) Determinati multimea valorilor reale ale lui m pentru care sistemul de ecuatii admite solutie unica.
c) Determinati numerele me7Z\{-7,2}, pentru care sistemul de ecuatii admite solutia (Xy, Yg,Zo), Cu

X0, Y0:20 €72
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd Xoy=X+Yy+11xy.

5p | @) Demonstrati ca xey =11(x +ﬁ)(y +1—11)—ﬁ, pentru orice numere reale x si y.
5p | b) Determinati numerele reale X, pentru care Xox = %
5 . ) " srului a=(1-L)o(1-2).(1-3).(1-4
p | €) Calculati partea intreagd a numdrului a = 11)° 1 11)° 1 11)° 1 1)
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x) =%x X —X.
5p | @) Aratati ca f'(X)Z\ﬁ—l, Xe(O,+oo).

5P | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f n punctul A(l,—%j.
5p | ¢) Demonstrati ca x(2\/§ - 3) >—1, pentru orice Xe (O, +oo) .
n
2. Pentru fiecare numar natural nenul n, se considera functia f,, :(—1, +oo) ->R, f, (X) = ,i( L
X+
. e . Ce _[y3 -
op | @) Determinati primitiva G .(—1, +oo) — R a functiei ¢ .(—1, +0) >R, g (X) = (X +1) f3(X), stiind
cd G(0)=2020.
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1
5p | b) Calculati I fi(x)dx.
0

1
5p | ¢) Demonstrati ca j fq (X)dx < ﬁ , pentru orice numar natural nenul n .
0
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 10

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1 3%-(a-1)(a+7)=a’+6a-16=0 3p
Cum a este numar real, a>1, obtinem a =2 2p
2. f(x):g(x)<:>x2—6=—x—3<:>x2+x—3=0 3p
Cum A >0, suma absciselor punctelor de intersectie a graficelor functiilor f si g este —1 2p
3. 3X(32—1)=8<:>3X:1 3p
x=0 2p
4. | Multimea A are 8 elemente, deci sunt 8 cazuri posibile 2p
n(n-1) : . : ,
———~2<3n<n(n-7)<0 si, cum ne A, obtinem ne{2,3,4,5,6,7}, deci sunt 6 cazuri 2p
favorabile
_ nr. cazuri favorabile 6 3 1
nr. cazuri posibile 8 4 P
5.
4 M 2 _om-g=0 2p
m-2 2
m=-2 sau m=4, care convin 3p
6.
cosA:% si BC? = AB? + AC?—2-AB-AC-cos A, deci BC =+/21 3p
Pugc = AB+BC + AC =9++/21 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L) | ((m?-1)+4=1
m? =4
~1+1=0 3p
m=2
-m+1=-1
m=2 2p
b) m’-1 m 4
Matricea sistemului de ecuatii este A=| 1 1 1|sidetA=—(m+7)(m-2), pentru 3
m 31 P
orice numar real m
Sistemul de ecuatii admite solutie unicd < det A= 0, deci me R\{-7,2} 2p
c
) meZ\{-7,2} = det A= 0 si sistemul de ecuatii are solutia unica M= 3 Rl 2 3p
m+7 m+7 m+7
Cum meZ\{-7,2}, numerele L _m+3 si ot 2 sunt intregi<>m=-8 saum=-6 | 2p
m+7 m+7  m+7
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28) | .\, _ 1 1 ( 1) ( i)_i_
X y_llxy+x+y+11 11 =11x y+11 y+11 1= 3p
1 1 2p
(y+11)(11x+1) 11 11(x+11)(y+11) ,pentru orice numere reale x si y
b) 1% _1_38 1¥%_ 9
11(x+11) 11 11<:>(X+ﬂ) =1 3p
__4 _2
X=—q7 84U X=33 2p
c
Macif (1oL ) (122, 1) 13, 1) (14, 1) 1 1p 100 8 1 0 1) o
11 11 11 11 11 11 11 11) 11 111111 11 11
719<720- 1—11 <720, deci partea Intreagd a numarului a este egald cu 719 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 5 3 '
f'(x)=| =x2-x| = 3p
3
23,3
=3 § X2 — \/_ 1, XE(O +oo) 2p
OV t(@)=0, f(1)=-1 2p
Ecuatia tangentei este y — f (1)= f'(1)(x—1), adica y = —% 3p

)| f'(1)=0, f'(x)<0, pentru orice x<(0,1]=> f este descrescitoare pe (0,1] si f'(x)>0,

: y 2p
pentru orice X [1,+00)=> f este crescatoare pe [1,+)

Pentru orice x €(0,+x), f(x)> f (1):>§x x—xz-%,de unde obtinem x(2\/§—3)2—1 3p

2.a . 4
) g(x)=x%, Xe(—l,+oo),d€CIG(X):XT+C,Unde ceR 3p
4
Cum G(0)=2020, obtinem ¢ = 2020, deci G (x) = XT +2020 2p
b) | 1 1 1
x)dx = —d =[] 1-—— |dx=(x—In(x+1))| = 3
EE o X+1 -([( X +1j ( ( )) 0 P
—-In2 2p
(of n
) f, (x) = ;( . <x", pentru orice numir natural nenul n si orice X € [0,1] 3p
X+
i 1 p 1
n . n 4y _ . . <
I fo(x)dx < IX dx si, cum IX dx = YL obtinem I fo(x)dx < 7> pentru orice numar 2
natural nenul n
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 11
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Aritati i log, (34 +32 +1) = ~log, (¥2 -1).
5p | 2. Se considerd functia f:R >R, f (X) =2x+a, unde a este numar real. Determinati numarul real
a, astfel incat f (x)+ f (—x)=2020, pentru orice numr real X .
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3* +3** =4
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre, acesta sa
fie cuprins intre +/122 si /170 .
5p | 5. Se considera paralelogramul ABCD . Aritati ci AB +2BD +3DA=CA.
5p | 6. Lungimile laturilor unui triunghi sunt egale cu 2, 3 si 4. Aratati ca triunghiul este obtuzunghic.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
D . 3 13) . 10
1. Se considera matricele A= sily,= .
-1 4 01
5p | @) Ardtati ca det A=det(A+15,).
5p | b) Determinati numarul real a, stiind ca A-A-A=al,.
5p | ¢) Determinati perechile (m,n) de numere naturale, cu m=n, pentru care det(A+ml,)=det(A+nl,).
2. Pe multimea M =(0,1) se defineste legea de compozitie Xy SR A—
1-X—y+2xy
5p | @) Aratati cd Xo % =X, pentru orice xe M .
5p | b) Demonstrati cé legea de compozitie ,,o ” este comutativa.
3P | ¢) Se consideri functia f :(O,+oo) - (0,1) , f (X) = Ll . Aratati ca f(x)e° f(y)=f(xy), pentruorice
X+
X, y €(0,+00).
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
X
1. Se considera functia f:R >R, f(x)= € ;:X
e
PRSI 1-x
5p | a) Aratati ca f'(x)====, xeR.
e
5p | b) Demonstrati ca tangenta la graficul functiei f n punctul A(l, f (1)) este paraleld cu asimptota spre
+oo la graficul functiei f .
5p | ) Arataticd g'(x)+g(x)= ix , pentru orice numar real x, unde g:R >R, g(x)=f"(x).
e
Sy . 2X 1
2. Se considera functia f:R >R, f(x)= 4X———+——.
X*+1 x°+1
1
5p | @) Aratati ca I(x2 +1) f(x)dx=3.
0
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1
5p | b) Calculati | f (x)dx.
0
€
. i . 2x-1 2
5p | ¢) Determinati numdrul real a pentru care I f (X)+ > Inxdx=e“+a.
1 X“+1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 11

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L log, (§/Z+§/§+l)+ log, (?/5—1) =0 Iogz((§/4_+§/§+l)(§/§—l)) =0 3p
3
cum (¥4 +32 +1)(32-1)=(¥2) ~1=1, obtinem c log, ((%+§/§+1)(%—1)) =0 2p
2. | f(x)+ f(-x)=2020 < 2x+a+2-(—-x)+a=2020 3p
2a = 2020, deci a=1010 2p
3.
3X+3=4@32X—4-3X+3=0©(3X—1)(3X—3)=0 3p
3X
Xx=0 sau x=1 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 9
posibile p
Numerele naturale cuprinse Tntre +/122 si /170 sunt 12 si 13, deci sunt 2 cazuri favorabile | 2p
_ nr. cazuri favorabile = 2~ 1 1
nr. cazuri posibile 90 45 P
5 ﬁ+2@+3ﬁ=(ﬁ+ﬁj+ﬁ)+@+2ﬁ=6+@+ﬁ+ﬁ=ﬁwﬁ: 3p
:_(E+E)=—FC=(TA 2p
6. 2,922 42
Consideram AABC cu AB=2, AC =3 si BC=4:COSA:%:—% 3p
cos A< 0, deci unghiul A este obtuz 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
l.a) 3 13
detA= 4‘:3-(—4)—13-(—1):1 2p
4 13 .
det(A+1,)= L 3 =4.(-3)-13-(-1)=1, deci det(A+1,)=det A 3p
b)AA—_4 B aaazt 9 3
1 3 ) “lo 1) 2 P
al,=1,,deci a=1 2p
c 3 13
) det(A+mly) = +m =m? —m+1, pentru orice numdr natural m 3p
-1 —4+m
m2—m+1=n2—n+1<:>(m—n)(m+n—1)=0 si, cum M si N sunt numere naturale, m=n, )
obtinem m+n=1, deci perechile sunt (1,0) si (0,1) P
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2.a) 1
X.i
Xol: 2 = 2p
1—x—1+2 x-E
2 2
A
2 R
:T: X, pentru orice xe M 3p
2
b X X
| xey= y ____J = 2p
1-X—y+2xy 1-y—-X+2yx
=yoX, pentru orice x, y €(0,1), deci legea de compozitie ,,o ” este comutativa 3p
C) X Yy
f(x)f(y X+1 y+1
f(x)of(y)zl—f(x)—f(())+(23‘(x)f( ) Xy ' Xy - 3p
y Y) 1- - +2-
x+1 y+1  (x+1)(y+1)
Xy Xy .
= = = f (xy), pentru orice X, 0,400
XY +X+Y+1-Xy—X—yX—y+2xy xy+1 (y) P ye( ) 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) (ex +1)ex —(ex + x)ex
f'(x)= = = 3p
e
X +1-e*—x)e*
:( 7% ) :1_XX,X€R 2p
e e
b) | Tangenta la graficul functiei f in punctul A(L f (1)) are panta f'(1)=0 2p
Cum lim f(x)=1, dreapta de ecuatic y=1 este asimptota orizontald spre +oo la graficul
X—>+00
functiei f si panta ei este 0, deci tangenta la graficul functiei f n punctul A(l, f (1)) si 3p
asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f sunt paralele
c) f'(x)=(1-x)e”™* = f"(x)=(x-2)e™, deci g(x)=(x-2)e™*, xeR 3p
9'(x)=(3-x)e™, xeR, deci g'(x)+g(x)=(3—x)e‘x+(x—2)e‘x=e‘X=iX, pentru 20
e
orice numar real X
2a) | 1 2 1
2 X 1 _ 3 _
{(x +1)f x)dx = j(x +1)[4X_x2+1+x2+1jdx_-([(4x +2X+1)dX— 2p
1
=(x4+x2+x) =1+1+1-0=3 3p
0
b) | 1 1
[ £ (x)dx= I(4x—2—x+ jdx ( x?—In(x? +1) +arcgx|| = 3p
0 x> +1 x2+1 0
:2—In2+arctg1—0+Inl—arcth:Z—In2+% 2p
C)| e oy g e
J(f(x)+ - Jlnxdx .[4xln xdx=2x"Inx| - [2xdx=2e?-e? +1=€’ +1 2p
1 X°+1 1 1
e?+1=e?+a, deci a=1 3p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati termenul a, al unei progresiei aritmetice (a, )n>l incare a; +2a, +az=4.
5p | 2. Se considerd functia f:R —R, f(x)=x?+x+6. Aritati ca numarul f (3)- f (%) este natural.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (4 —x)=3-logs (24— x).
5p | 4. Determinati numarul de elemente ale unei multimi care are exact 45 submultimi cu doua elemente.
5p | 5. Se consider vectorii U=ai+3] si V=i j.Determinati numarul real a, stiind ca vectorii U—V si
3v sunt coliniari.
5p | 6. Un triunghi dreptunghic are catetele de lungime 6, respectiv 8. Determinati raza cercului inscris in
acest triunghi.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
e . 1 0) . 5-a 10 5
1. Se considera matricele |, = si A(a) = ,unde a este numdr real.
01 -2 -4-a
5p | &) Aratati ca det(A(O)) =0.
5p | b) Determinati numarul real a, stiind ca A(a)-A(a)=A(0).
5p | ) Determinati matricea X € .44 (IR) cu proprietatea A(-1)-X = A(0).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y =3x—-2y+1.
5p | @) Aratati cd 5%8=0.
5p | b) Determinati numirul real x pentru care 2020 2020 =2,
5p | ¢) Demonstrati ca existd o infinitate de perechi (m,n) de numere ntregi pentru care m*n =0.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R >R, f(x)= In(x +X? +1) .
c <o 1
5p | a) Aratatica f (X)= , XeR.
VX2 +1
5p | b) Demonstrati ca, pentru orice numar real nenul a, tangentele la graficul functiei f Tn punctele
A(a, f(a)) si B(-a, f(-a)) sunt paralele.
. (x)—-f(—x
5p | ¢) Calculati lim M
X—>+00 Inx
2. Se considera functia f :[0,+00) > R, f(x)=x+2In(2x+1).
1
e 1
5p | @) Aratati ca J( f(x)—2In(2x+1))dx = >
0
1
5p | b) Calculati I f(x)dx.
0
< N . e o 16
5p | ¢) Daca F este o primitiva a functiei f , ardtati ca F (7[) <F )
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 12

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

Pagina 1 din 1



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 12
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
3, =1 2p
2. 1) 1 1 58
f(3)=3"+3+6=18, f|=|==+>+6="2 2
(%) (3) 973" 9 P
1 58 <
f(3)-f 3 :18-3 =116, care este numér natural 3p
3.1 logs((4-x)(24—x))=3= (4—x)(24-x) =125=> x* —28x~29 =0 3p
x =-1, care convine, sau X =29, care nu convine 2p
4. n(n-1
Multimea are Cﬁ = M submultimi cu doud elemente, unde n este numarul de elemente
3
. \ . n(n-1) . 2 P
ale multimii, ne N, n>2, deci T =45, de unde obtinem n“-n-90=0
Cum n este numar natural, n>2, obtinem n=10 2p
5 u-v=(a-1)i+4j, v=3i-3j 2p
Vectorii U—Vv si 3v sunt coliniari, deci aT—l = —% , de unde obtinem a = -3 3p
6. . . . 5 . 6-8
Triunghiul are ipotenuza egald cu 10 si aria S = - = 24 2p
p 12
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
la) 5 10 5 10
A(0)= =det(A(0))= =
O[5 )= eaao)-5, 5 2
=5.(-4)-10-(-2)=0 3p
b) 5-10a+a? 10-20a , )
A(a)-A(a)= , pentru orice numdr real a 3p
—2+4a —4+8a+a
5-10a+a’ 10-20a 5 10
= <a=0 2p
—2+4a —-4+8a+a?) \-2 -
© 6 10 L [22 s
A(—l) :( ) j = det(A(—l)) =2+0, deci A(—1) este inversabila si (A(—l))_ =l 2 3p
o 1 3
1 > 5
X = (A(—l))7 -A(0), de unde obtinem X =| 2 2p
-1 -2
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2.a) | 5%8=35-2-8+1= 3p
=15-16+1=0 2p
b) | 3.2020% —2-2020% +1=2 < 2020" =1 2p
x=0 3p
C) | De exemplu, pentru m=2k —1 si n=3k -1, unde k € Z, obtinem m+*n=(2k —1)*(3k -1)=| 3p
=3(2k—1)-2(3k—1)+1=6k —3—6k +2+1=0, deci exista o infinitate de perechi (m,n) )
de numere Tntregi pentru care m*n =0 P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 1 X
£'(x)= -(u ]= 3p
x+x2 +1 Ix?+1
1 VX +14x 1
= . = , XeR 2p
x+\/x2+1 \/x2+1 \/x2+1
b) Tangenta la graficul functiei f n punctul A(a, f (a)) are panta f'(a)= ;L 2p
a“+1
Tangenta la graficul functiei f in punctul B(-a, f (-a)) are panta f'(-a)= 21 si,
a“+1
cum, pentru orice numar real nenul a, f'(-a)=f'(a), obtinem ca tangentele la graficul 3p
functiei f npunctele A(a, f(a)) si B(-a, f (—a)) sunt paralele
C) 2
_ 2 _ _ o 2 _ X +1+X_ 2 _
f(x)—f(—x)_ln(x+\/x +1) In( x+\/( X) +1)_In—xz+1_x_2ln( X +1+x)_2f(x), 3p
pentru orice numar real X
im SO 2000y iy (X),=2 lim _2 2
X—>+00 Inx x—>+0 [N X x—>+oo(|n X) x>+0 \[y2 11
2a) | 1 1
[(x+2In(2x+1)-2In(2x+1)) dx = [ x dx = 2p
0 0
2|1
X 1
72 3p
b) | 1 1 w21 1
J(; f(x)dx = J(;(x+2In(2x+1)) dx = 5 0+'([(2X+1)' In(2x+1)dx = 3p
1 13 1 3
==+(2x+1)In(2x+1)| —[2dx==+3In3-2=3In3-> 2p
2 09 2 2
€) | F'(x)=f(x)>0, pentruorice x €[0,+o), deci functia F este crescitoare pe [0,+x) 3p
Cum 7r<3,2=%, obtinem F (7)< F(%) 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gsz-nat
Test 13

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p

5p

5p

1. Aratati cad modulul numarului complex z = % esteegalcu 1.

2. Aratati cd functia f:R—>R, f(x)= (\/§+1)X +(\/§—1)X este para.

3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia Ix+2=x.

4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa aiba ambele cifre divizibile cu 3.

5. Tn triunghiul isoscel ABC cu AB = AC, ecuatia mediatoarei laturii AC este y =3x+1 si ecuatia
perpendicularei din A pe BC este 2y=x+7. Determinati coordonatele centrului cercului
circumscris triunghiului ABC .

o Y ey .
6. Determinati X € (O’Ej , stiind ca sinxcos(z —x)—sin(z —x)cosx=-1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

o , 1 Ina
1. Se considera matricea A(a) = 0 1 ,unde a e(0,+x).

5p | a) Aratati ci det(A(a))=1, pentru orice a & (0,+x).

5p | b) Demonstrati ca A(a)- A(b)=A(ab), pentru orice a, b (0,+x).

5p | ¢) Determinati a e (0,+x), astfel incat A(a)-A(a)-A(a) :(

1 2020
0o 1 )

. . e 1
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa Xo y = 3 Xy +X+Yy.

5p | @) Demonstrati cd Xoy = %(x +3)(y+3)—3, pentru orice numere reale x si y .

5p | b) Se considerd functia f:R—>R, f(x)=3x-3. Aratati cd f(xy)=f(x)-f(y), pentru orice

Sp | ¢) Demonstrati ca ¥ o Xy o...0X, =

numere reale x si y.
(% +3)(% +3)-... (%, +3)-3"

, pentru orice neN, n>2 si orice

3n71
numere reale X, Xo,..., X,1 $1 X, -
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
Sy . X+1
1. Se considera functia f :(L+00) >R, f(x)= 1
X —
5p a) Aratatica f'(x)= —;, X € (1,+).
(x—1)Vx? -1
5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa X, =2, situat pe graficul
functiei f .
5p | ¢) Determinati coordonatele punctului de intersectie a celor doud asimptote ale graficului functiei f .
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2. Se considerd functia f :R >R, f (x) =x%+ 2X

X“+9
S X 1
5p | a) Arata‘,ucaj f(x)-— dX=§.

0 \/X2+9

4
5p | b) Calculati [(f(x)- f(-x))dx.
0
a 2
f(x N
5p | ¢) Determinati numarul real a, a > 4, astfel incat J. ( )dx =10+ Inw.
X
4
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 13

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazid prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. |Z|_|1+2i|_ 12 492 ~ ;
= = = D
-2 |2 +(_2)2
= E =1 2p
5
2. Cx “x 1 X 1 X
f(-x)=(v2+1)  +(v2-1 =( j+( jz 3p
( ) ( ) ( ) \/E—i-l \/5_1
=(\/§—1)X +(\/§+1)X = f(x), pentru orice numar real X, deci functia f este para 2p
3| x+2=x2=x2-x-2=0 3p
X =-1, care nu convine, sau X =2, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 5
posibile P
Numerele naturale de dous cifre care au ambele cifre divizibile cu 3 sunt ab cu a e {3, 6, 9} )
si be{0,3,6,9}, deci sunt 12 cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile 12~ 2. L
nr. cazuri posibile 90 15 P
5. | Perpendiculara din A pe BC este si mediatoarea lui BC , deci coordonatele centrului cercului
. o I o . y=3x+1 3p
circumscris triunghiului ABC sunt solutiile sistemului
2y =X+7
x=1,y=4 2p
6. | cos(z—x)=—cosx, sin(z—x)=sinx 2p
—Sin XCcos X —sin Xxcos X = —1<> 2sinxcosx =1<>sin2x =1 si, cum XE(O,%j, obtinem X =% 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 Ina
A(a)= =1-1-0-lna=
@5 7 2
=1-0=1, pentru orice a e (0,+x) 3p
b) 1 Ina+Inb
A(a)-A(b) = = 3p
0 1
1 In(ab .
= (0 (1 )j = A(ab), pentru orice a, b e (0,+x) 2p
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c) 3
A(a).A(a).A(a)zA(a3)=(; Inla ] pentru orice a e (0,+ox) 2p
3 1 2020
1 Ina®)_ oIna®=2020 = Ina=222 4= 622 care convine 3p
0o 1 0 1 3
2.a) 1 1
xOy=§xy+x+y+3—3=§x(y+3)+(y+3)—3= 2p
=(y+3)(%x+l}—3=%(x+3)(y+3)—3, pentru orice numere reale x si y 3p
b) 1 1
f(x)of(y)=§(f(x)+3)(f(y)+3)—3=§(3x—3+3)(3y—3+3)—3= 2p
=3xy—3= f(xy), pentru orice numere reale x si y 3p
c
) f(XT”’]=3-X—;3—3=x, pentru orice xe R, deci x, = f(XkTJF?’) pentru orice keN, k>1 | 2p
3 3)-...- 3
X 0 X 0.0 0 X = f(xl+3jo f(x2+3j0...0 f(xn—'_?’j: f (X1+ )(X2+ ) (Xn+ ) —
3 3 3 3"
3 3)-... 3 3)-..o(%, +3)-3" 3p
:3.(x1+ )(X2+3n) (X”+ )—3=(X1+ )(X2+ ;n_l (X”+ ) , pentru orice neN, n>2
si orice numere reale X, X,,..., X,_1 Si X,
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) ‘ 1 x—1-(x+1)
f()= X+1 2~ 3p
x-1
1 [x-1 -2 1
_=. ) =_ , X&(1,+) 2
2 \x+1 (X—1)2 (X—l)\/X2—1 p
b) 1
f(2)=+3, f'(2)=—— 2
@)=5, 1'(2)-- :
1 5
Ecuatia tangentei este y— f (2)=f'(2)(x—-2), adica y=———=X+—= 3
gentieste y— 1(2) = 1'(2)(x~2). adich y =~ — p
)| . - [x+1 : . : o
lim f (x) = lim,[=——= = +o0, deci dreapta de ecuatie X =1 este asimptota verticald la graficul
x—>1 X1\ X— 2p
x>1
functiei f
lim f(x)= lim x+1 =1, deci dreapta de ecuatic y =1 este asimptota orizontala spre
X—>+00 x—+o \ X—1
+o0 la graficul functiei f , de unde obtinem ca punctul de intersectie a celor doua asimptote 3p
este (1,1)
2.9) }( . } } ,
f(x)- dx = | x“dx = 2p
0 \/X2+9 0
11
T3 *
Test 13
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b) f(x) f(—x)—x2+L_(_ 2__ X % , pentru orice numar real X 2p
VX% +9 \/(—x)2+9 Jx%+9
4 4
(£ ()= (=x))dx= j dx=2vx*+9| =2(5-3)=4 3p
0 0 VX2 +9 0
c)| a 2 a .2 _ [,2
jf(x)dx f X+ — ! dx = X—+In(x+ﬁ) _2 16+Ina+ a”+9 3p
2 X Jx2+9 2 4 2 9
2
a ;16 =10 si, cum a >4, obtinem a =6 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_gz-nat
Test 14

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p
5p

5p

1. Aratati ca numerele +11-+/5, /6 si +11++/6 sunt termeni consecutivi ai unei progresii
geometrice.

2. Se considera functia f :(-11) >R, f(x)= Ini+—X . Demonstrati ci functia f este impara.
- X

- . . 3
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4* +2* = 7

4. Determinati numdrul de submultimi ordonate cu 3 elemente ale multimii {1,3,5,7}.

5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,-2), B(0,3) si C(-L12). Determinati

ecuatia dreptei AD , stiind ca ABCD este paralelogram.
6. Triunghiul ABC are AB =10 si AC =5. Aratati ca sinC =2sinB.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p

5p

5p

1 2 -1 X+2y-z=-1

1. Se considera matricea A(a)=|-2 -3 0 | si sistemul de ecuatii -2x—-3y=1 ,unde a
2 4 a 2x+4y+az=-2

este numadr real.

a) Aratati ca det(A(a)) =a+ 2, pentru orice numar real a .

b) Pentru a =0, determinati inversa matricei A(a).

c) Pentru a # -2, rezolvati sistemul de ecuatii.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd X*y =5(x+2)(y+2)-2.
a) Aratati ¢ X *(—2)=-2, pentru orice numar real X.

e*-10
5

b) Se considera functia f:R—->R, f(x)= . Demonstrati ca f(x+y)=f(x)*f(y),

pentru orice numere reale x si y.

c) Determinati numarul real X, astfel incat x*x*x=23.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p

5p
5p

5p

5p

5p

1. Se consideri functia f :R >R, f(x):\/x2+4x+5—x—2.

a) Aratati ca f'(x)=x—+2—1, XeR.
X% +4x+5

b) Demonstrati cd axa Ox este asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f .

¢) Demonstrati cd imaginea functiei f este intervalul (0,+o0).
3 2

X*=x-1 .
XX R (040) > R, F(x) =22
X (x+1) X
a) Aratati ca functia F este o primitiva a functiei f .

2
b) Calculati I(X +1) f (x) dx.

1

2. Se considera functiile f:(0,400) >R, f(x)= —In(x+1).

a
c) Determinati numarul real a, a >1, astfel incét I f(x)dx= % —In -
1
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 14

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazd prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1 (Vi1-B)(Vi1++B) =11-5= 2p
2
=6= (\/5 ) , deci numerele date sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice 3p
2. -1
1+(—x -
f(—x)=In ( )zlnl len(lﬂ(j = 3p
1-(—x)  1+x 1-x
1+Xx . . . . .
=— nl— =—f(x), pentru orice x e(—11), deci functia f este impard 2p
—X
3. 4-22X+4-2X—3=0©(2-2X—1)(2-2X+3)=0 3p
Cum 2% >0, pentru orice numdr real, obtinem 2* = %, deci x=-1 2p
4. Numarul de submultimi ordonate cu 3 elemente ale multimii {1, 3,5,7} este Af = 3p
41
=———=41=24
(4-3)! 2p
9. | mgc =1si, cum AD ||BC, obtinem mpp =1 3p
Ecuatia dreptei AD este y+2=x+1,deci y=x-1 2p
6.| AB AC .sinB AC 1
—=———,0eCl ——=—=— 3p
sinC sinB sinC AB 2
sinC = 2sinB 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 1 2 -1
det(A(a))=[-2 -3 0|=-3a+8+0-6-0+4a= 2p
2 4 a
=-3a+4a+8-6=a+2 pentru orice numar real a 3p
b) | det(A(0))=20 2p
0 2 -3
2
At0)=|0 1 1 3p
10 1
2
©) | Pentru a=-2, obtinem det(A(a))=0, deci sistemul este Cramer 2p
Solutia sistemului de ecuatii este (1,-1,0) 3p
2.8) | x*(-2)=5(x+2)(-2+2)-2= 3p
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pentru orice numar real X

f' are proprietatea lui Darboux, deci f' are semn constant si, cum f'(0)

lim f(x)=+400, lim f(x)=0si f este continud, obtinem Im f =(0,+w)

=0-2=-2, pentru orice numar real X 2p
b) X _ y_
£(x) £ (y)=5(f () +2)(F(y)+2)-2=5[ =012 | &0 5| 5 3p
5 5
X y X+y
=5-%-%—2=e—510: f (x+y), pentru orice numere reale x si y 2p
c) x*x=5(x+2)2—2,x*x*x=25(x+2)3—2 2p
25(x+2)° —2=23¢ (x+2)* =1, deci x=-1 3p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) 2X+4
f'(X)=———-1= 3
24X +4X+5 P
2(x+2
2\x2 +4x+5 X% 1 4x+5
b) 2 2_
lim f(x)= lim (\/x +4X+5-x— 2)_ ljm X EAXHO- X7 —AX—4 2p
X+ X0 X0 \/x +4X+5+%x+2
= lim ! =0, deci dreapta de ecuatiec y =0, adica axa Ox , este asimptota
X”+°°\/x +4X+5+X+2 3p
orizontald spre +oo la graficul functiei f
©) ' (X)=0= x+2=+x* +4x+5=> x* +4x+4= x> +4x+5=>4=5, fals, deci f'(x)=0, 2

=—-1<0,

N3

obtinem ca f'(x)<O0, pentru orice numar real x, deci f este descrescitoare si, cum | 3P

X—>—00 X—>+00
2.a 2 2
) I:,(X)_Zx-x—xz—l_ 1 _(X —1)(x+1)-x B 3p
X2 X+1 xz(x+1)
x3—x-1 .
=————="f(x), xe(0,+), deci functia F este o primitiva a functiei f 2p
X (x+1)
b)| 2 3 2 2 2
Ix+1 I j[x—l—%jdx= X——Inx+l = 3p
1 1 1 X X 2 X))l
=2—In2+—— ——Inl+1|=1-In2 2
2 (2 J P
C)|a a 2 2
[f()x=F(x)| =F(a)-FO =2 m(a+1)-242= 2 n2 L5 3p
1 1 a a 2
2 22
a +1—| a—+1—2—1—|na—+1 dec az+l_> si, cum a>1, obtinem a =2 2p
a 2 2 2 a 2
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gsz-nat

Test 15
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Arditati ca (2+3i)> =i(5i+12), unde i% = -1.
5P | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x+a. Determinati numarul real a, astfel incat

(fof)(x)=f(x+1), pentru orice numdr real X.

Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5- 2%+1.3% =12.5%,
5P | 4. Determinati numarul functiilor f :{1,2,3} — {1,2,3,4}, care au proprietatea f (1)>3.

5p | 5. 1n reperul cartezian xOy, se considera rombul ABCD cu A(-1,3) si C(-2,4). Determinati panta
dreptei BD.

5p | 6. Determinati x € (0%) , astfel incat cos2x cos(x - %) =sin 2xsin(% - xj .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

X

1. Se considera matricea A(x) =[ } ,unde x este numdr real.

0o ¥
5p | a) Aratati ca det(A(X)) =6%, pentru orice numir real X .

o g N 11 11
5p | b) Determinati numarul real X, stiind ca A(x)- 0o 11710 1 -A(x).

5p | ¢) Demonstrati &, orice matrice X € 4% (R) cu proprietatea cd X -X = A(l) are doud elemente
numere irationale.

2

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie Xoy = X" + Xy + y2 .

5p | @) Ardtati ca xo x>0, pentru orice numar real X.
5p | b) Se considera numerele reale a si b cu a = b. Determinati numarul real X pentru care xca=Xe°b.

9p | ¢) Determinati numarul real X cu proprietatea ¢ X o (X + 1) =-x3.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :(-1,40) >R, f(x)=2x—(x+1)In(x+1).
5p | @) Ardtati ca f'(x)=1-In(x+1), xe(-1+w).

5p | b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f .

5p | ¢) Demonstrati ca functia f este concava.

2. Se considera functia f:R >R, f(x)=x-e*,

1
5p | a) Aratagi ca jf(x)dx=g—e.
0

1
5p | b) Calculati .[Xf (X)dx .
0

1
5p | ¢) Pentru fiecare numar natural nenul n, se considera numarul I, =Ixn (X —f (X))dx. Demonstrati
0

ca |, +nl,_; =e, pentru orice numar natural n, n>2.

Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 15
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
Pagina 1 din 1



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

Test 15

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctajului indicat Tn barem.

e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Ll (2+81) =4+12i+9i° =4-9+12i =—5+12i = 3p
=5i% +12i =i (51 +12) 2p
2.| (fof)(x)=x+a+a=x+2a, f(x+1)=x+1+a, pentru orice numar real X 3p
Xx+2a=x+l+a=a=1 2p
3.1 5.2.2¢.3=12.5* = 10-6* =12.5 3p
X
(ﬁj =§,deci x=1 2p
5 5
4.1 (1) poate fi aleasd in doud moduri, iar f(2) si f(3) pot fi alese in cate patru moduri 3p
Exista 4%-2=32 de functii f:{1,2,3}— {1,234} astfel incat f(1)>3 2p
Cum BD L AC, obtinem mgp =1 3p
6.
cos2xcos| x— 2 |-sin2xsin| Z —x | =cos2xcos| x— 2= |+sin2xsin| x— = | = cos| x+ 2 2p
6 6 6 6 6
cos| x+2Z |=0 si, cum Xe[O,Z , obtinem x+Z=" deci x=2 3p
6 2 6 2 3
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
det(A(x))= =2".3-0.0= 3p
0o 3
=(2-3)" =6*, pentru orice numir real X 2p
b) 1 1) (26 2¥) (11 X 3
A(x)- = , “A(x)= 3p
01 0 3 01 0 3¥
2x 2% 2* 3
= & 2¥ =3%, de unde obtinem x =0 2p
0o 3 0 3
c) , _ a b
XXX = A1) X 5i XXX =X A(T)= A1) X = X A(1), deci, pentru X =| © |,
c
3
. . (2a 2b) (2a 3b . P
unde a, b, ¢ si d sunt numere reale, obtinem = <b=0sic=0
3c 3 2c 3d
a® 0) (20 o :
= <:>ae{—\/§,\/§} sid e{—\@,\@}, deci orice matrice X , pentru care
0 d?) \0 3 2p
X - X = A(1), are doud elemente numere irationale
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2.8) | yox=x2+x-x+x%= 3p
=3x° >0, pentru orice numar real X 2p
b) | X2+ xa+a?=x?+xb+b? x(a—b)+(a2 —b2)=0c>(a—b)(x+a+b)=0 3p
Cum a#Db, obtinem x=-a—-b 2p
c) x2+x(x+1)+(x+1)2=—x3<:>x3+3x2+3x+1=0 3p
(x +1)3 =0, de unde obtinem X = -1 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
la ' 1
V| () =2-In(x+1)—(x+1)-- L = 3
=2-In(x+1)-1=1-In(x+1), xe(-1,+x) 2p
b)| f'(x)=0=x=e-1 2p
Pentru orice xe(-1,e—1], f'(x)>0, deci f este crescatoare pe (—1,e—1] si pentru orice 3
xe[e—1+w), f'(x)<0,deci f estedescrescatoare pe [e—1,+wo) P
C n 1
V1) =11, xe(-L4) 2p
Cum, pentru orice X e (—1,+0) avem —ﬁ<0, obtinem f"(x)<0,deci f este concava 3p
2a) | 1 1 2 1
_ Ny = | X e |7 =
If(x)dx_j(x—e )dx_L o e jo_ 3p
0 0
=——e+l=—-¢ 2p
b) | 1 1 1 3|1 1
x £ (x)dx = [x(x—e*)ax = [(x? —xe*)dx = 2| —(x-1)e*| = 3p
£ (%) g (x—¢*) £ (X e o= ~(x-1)e*|
2
-—-1=-= 2
3 p
C) 1 1 1 1
I, =jx”(x— f (x))dx=‘|'x”eX dx = x"e* —njx”‘leX dx = 3p
0 0 0 o
=e—nl,_;, de unde obtinem I, +nl,_; =e, pentru orice numar natural n, n>2 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gsz-nat

Test 16
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1.Determinati partea intreagd a numarului 2 + 3V5.

Sp | 2. Se considera functiile f:R >R, f(x):x2—4x+5, g:R->R, g(x)=2-x si h:R>R,
h(x) =2+ X. Aratati ca ( fo g)(x) = ( fo h)(x) , pentru orice numar real X .

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Ix+3+3-x=23.

5P | 4. Se considerd multimea A={1,2,3,...,30}. Determinati numarul de elemente ale multimii A care sunt

divizibilecu 2 saucu 3.
5p | 5. Se considera triunghiul ABC, punctul G, centrul sau de greutate si punctele M si N astfel Tncat

BM =%§A si CW:%@. Aritati c punctele M, N si G sunt coliniare.

5p | 6. Ardtati cd, dacd triunghiul ABC este fnscris ntr-un cerc de raza % _atunci cos®? A=1—-BC?.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

2
1. Se considera matricea A(a) = (a

(2)], unde a este numar real.

5p | @) Aratati ca det(A(a)) =4, pentru orice numar real a .

5p | b) Arétati cd A(a)- A(b)=2A(a+b), pentru orice numere reale a si b.

5p | ¢) Determinati numarul real X si numarul natural n pentru care A(l)-A(Z)-...- A(5) =2" A(X) .

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie Xoy=Xx+y—7.

5p | @) Arataticd 5-2=0.

5p | b) Se considera functia f :(0,+0)—> R, f(x)=7+log; x. Ardtatica f(x)- f(y)=f(xy), pentru

orice X, y €(0,+0).

5p | c) Demonstrati ci a2 <b? =0, pentru orice numere intregi a si b.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se consideri functia f :R >R, f(X)=eZX(X—5).
5p | a) Aratatica f'(x)=e?*(2x-9), xeR.

5p | b) Calculati lim f (X)
X—>+00 f(X)

5p | c) Aratati ca e?* < , pentru orice x & (—,5).

2(5-x)

2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= X

X2 +1
2

5p | a) Arétayicéjf(x) X% +1dx=2.

0
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5p b)Aréta‘;icéi[f() (Ddx Foaa 2+f

X
5p | ) Determinati a e (1,+0) astfel incét I f (et)dt = In(ex +/e% +1)+ In(a—1), pentru orice numar real X.
0
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie
Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M _gr-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 16
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1 [2+3J5]=2+[3/5]=2+[ 45 | 2p
36 <45<49= 6<3/5<7, deci partea intreaga a numarului 2+ 3J5 este egald cu 8 3p
2. 2 2 2 :
(fog)(x)="f(g(x))=9°(x)-49(x)+5=(2-x)"—4(2-x)+5=x*+1, pentru orice 3
numar real X
(foh)(x)=f(h(x))= h?(x)-4h(x)+5=(2+ x)2 —4(2+x)+5=x*+1, pentru orice ,
. p
numdr real X, deci (fog)(x)=(f<h)(x), pentru orice numdr real x
31 x+3+2/x+3-/3-x+3-x=12= (x+3)(3-x)=3=9-x*=9 3p
x=0, care convine 2p
4. | In multimea A sunt 15 numere divizibile cu 2 si 10 numere divizibile cu 3 2p
Cum in multimea A sunt 5 numere care sunt divizibile si cu 2 si cu 3, obtinem ca in 3
multimea A sunt 15+10—-5=20 de numere care sunt divizibile cu 2 sau cu 3 P
5 . . .3 .2 . 3 . ] [
MG=|v|A+AG=§BA+3AD=—§AB+3-1(AB+AC):i(—5A|3+4Ac), unde D este
4 3 4 32 12 3p
mijlocul segmentului BC
GN =GA+ AN =~= AD+ S AC = —<(AB-+ AC)+ S AC = (-5 AB + 4AC) =~2MG,, deci MG
3 5 3 5 15 15 2p
si GN sunt coliniari, de unde obtinem ci punctele M, N si G sunt coliniare
6. .
I_S—C=2R si, cum Rzl,obginem BC =sinA 3p
sin A 2
cos? A=1-sin® A=1-BC? 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 2 0
det(A(a))= =2-2-0-a= 3
(A@)=], p
=4-0=4, pentru orice numar real a 2p
b) 2 0)2 0 4 0
A(a)-A(b)= = =
(3)-A) [a Zj(b 2) (2a+2b 4) 3
of 2 0 2A(a+b), pentru orice numere reale a si b 2
= = =+ , 1
a+b 2 P ; P
)| A@L)-A(2)-...-A(5)=2A(1+2)-A(3)-...- A(5) = 2* A(1+2+3+4+5)=2* A(15) 3p
A2 0y (20 .
2 =2 <n=4si x=15 2p
15 2 X 2
2.a) | 5°2=5+2-7= 3p
=7-7=0 2p
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b) | f(x)of(y)="f(x)+f(y)-7=7+log;x+7+log; y—7= 3p
=7+log; x+log; y=7+log; (xy)= f(xy), pentru orice X, y €(0,+w) 2p
)| a?ob?=0ca’+b’=7 1p
Pentru a, b7 cu |a]>3 sau |b|>3, obtinem a* +b? >9, deci a® ob? %0 2p
Pentru a,beZ cu [a|<2 si |b|<2, obtinem a®+b”e€{0,1,2,4,58}=a’+b? =7, deci 2
a?-b? %0, pentru orice numere intregi a si b
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) f'(x):ezx-2~(x—5)+ezx‘1= 3p
=™ (2x-10+1)=e?*(2x-9), xeR 2p
b) fr 2X(2x — -
fim ) _ iy € (X0 229 3p
x>+o F(X) x40 e X(X—5) X—+0 X —
X(Z—gj
lim — X/ _» 2p
X—>+00 5
(-3
X
2 xel—02|= f'(x)<0, deci f descrescitoare pe 0,2 | si xe| D100 | = f'(x)=0
,2 - ’2 5 2’ =V,
9 9 ’ P
deci f crescitoare pe [§,+oo); obtinem f (x)> f(ij:—%, pentru orice numir real X
e’ ’
Cum e?*(x—-5)>—= si x-5<0, pentru orice x €(—»,5)= e?* <——— pentru orice
2 2(5—X) 2p
Xe(—oo,5)
2a) | 2 2 2
[ £ )V +1dx= X X +1dx= [ xdx= 2p
0 o'\/X2+l 0
2|2
20 2
b) 1
2[ 1 T X X J% X 1
f(x)+f [—Ddx= + dx = + dx = 3p
{ X 1 \/X2+l \/1+1 1 \/X2+1 \/X2+1
2
2 2
=vx% +1 +In(x+ x2+1) =\/§—\/§+In2+\/g 2p
1 1 1++/2
C) X X 1 ' X
jf(et)dtzj .(et)dtzln(et+x/e2t+1) =In(ex+\/ezx+1)—ln(1+\/§), pentru orice
2t 0 3p
0 ove  +1
numar real X
In(ex+\/e2X +1)—In(1+\/§)=ln(ex+\/e2X+1)+In(a—1), pentru orice numar real X,
2p
deci —In(1+\ﬁ)=ln(a—1)<:>a—1= ! , de unde obtinem a=~/2, care convine
J2+1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 17
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P | 1. Se considerd progresia aritmetica (a cu a, =1-33 si ratia r=+/3. Ardtati ci partea
g n/n>1 1 3 > >
fractionard a lui ag este egald cu J3-1.
5p | 2. Se considerd f:R—>R, f(x)= x?+1. Ardtati cd numdrul f(-2)-f(-1)-f(0)- f(1)- f(2)
este natural.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (5x —1) = 2log(x +1).
5p | 4. Determinati numarul de multimi X cu proprietatea {1,2,3}: X c {1,2,3,4,5}.
5p | 5. Se considerd vectorii U=ai +3] si V=2i +bj, unde a si b sunt numere reale. Determinati
numerele reale a si b, stiind ca 20 +3v =0.
9P | 6. Se considera triunghiul ABC , dreptunghic isoscel, cu ipotenuza BC = 82 . Aratati ca raza cercului
inscris in AABC este egala cu 4(2 - \/5) .
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
o : 1 0) . a 9
1. Se considera matricele |, = si A(a)= ,unde a este numar real.
0 1 a2 a3
5p | &) Aratati ca det(A(a)) =0, pentru orice numar real a.
5p | b) Determinati numerele reale x pentru care det(A(2)+xl,)=0.
5p | C) Aratati cd, daca A(a)-A(b)=A(b)-A(a), atunci a=b.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X *y =3 x2+y?.
5p | @) Ardtatica 0+8=4.
5p | b) Demonstrati ca legea de compozitie ,,*” nu are element neutru.
5p | ¢) Demonstrati ca existd o infinitate de perechi (m,n) de numere naturale nenule pentru care numarul
m=n este natural nenul.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(-1,4+0) >R, f(x)=x-vx+1.
op a) Ardtati cd f (X) =M , Xe (—1, +oo).
24x+1
5p | b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f .
5p | ¢) Demonstrati ca Inx>+/Inx+1+1- V2, pentru orice x e [e,+).
2. Se considera functia f :R >R, f(x)=e" (X2 —4x +5) .
1
f(x
5p | a) Aratati ca '[L dx = E
o € 3
5p | b) Demonstrati cé orice primitivd a functiei f este convexa.
5p | ¢) Determinati numerele reale a, b si ¢ astfel incat functia F:R >R, F(x)=e" (ax2 +bX+C)
este o primitiva a functiei f .
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 17

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L] ag=a +4r=1-3J3+43=1+3 2p
Cum 1<+/3<2=2<1++/3<3, obtinem ca {a5}:a5—[a5]:1+\/§—2:\/§—1 3p
2.1 £(=2)=1(2)=+B, f(-1)=f(1)=+2, F(0)=1 3p
£(=2)- (-1)- £(0)- F(1)- F(2)=+5" 2" -1=10eN 2p
3. Iog3(5x—1)=log3(x+1)2:>5x—1=x2+2x+1:>x2—3x+2=0 3p
x=1 sau x =2, care convin 2p
4.1 {123} cX=123eX 2p
X <c{,2345}=X={1,23}, X={1,234}, X={1,235} sau X ={1,2,34,5}, deci 3
existd 4 multimi X astfel incat {1,2,3}c X < {1,2,3,4,5} P
5| 20+3v=2(ai +3])+3(2i +bj)=(2a+6)i +(6+3b) ] 2p
(2a+6)i +(6+3b)j=0,deci a=-3 si b=-2 3p
6. | AABC este dreptunghic isoscel, cu ipotenuza BC =82 , deci AB=AC =38 2p
S 32
r=>=—"°__—4(2-2
P 4(2+42) ( ) 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 1 a
det(A(a))= =l-a®-a-a’=
(Aa)) 2 8 3p
—a®—-a® =0, pentru orice numir real a 2p
b) 1+x 2 _
A(2)+x|2:[ s 8+Xj:>det(A(2)+xI2)=x2+9x,deC| X% +9x=0 3p
Xx=-9 sau x=0 2p

c) 1 a1 b 1+ab®  b+ab’ 1+ba®> a+ba®
A(a)-A(b):[ 2 3}( 2 SJ: 2 .32 .2 .33  Ab)-Aa) = 2 3.2 1243310 3
a® a’)lbc b a’+ab® a’b+a’b b® +b°a® b’a+b’a p

pentru orice numere reale a si b

1+ab®>  b+ab® 1+ba® a+ba® ,
= , de unde obtinem a="b 2p
a’+a’m? a’b+a’d®) (b?+b%a® b’a+b®a®
28) | gxg=Y02.:82 = 3p
—364=4 2p
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b) | Daca e este elementul neutru al legii de compozitie ,,*”, atunci € * X = X, pentru orice numar

real x, deci ex0=0=>3e? =0 si obtinem e =0
Cum 0%8=4=8, e=0 nu este element neutru al legii de compozitie ,,*”, deci legea de 2
compozitie ,, *” nu are element neutru P

3p

c) . 2 2
De exemplu, pentru m = 2k® si n=2k?, unde keN" = m#n=3m? +n? =4f(2k3) +(2k3) —| 3p

=/8Kk® =2k? eN", deci existd o infinitate de perechi (m,n) de numere naturale nenule

2p
pentru care numarul m=n este natural nenul
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.2) f'(x):x‘—(\/x+1)'= 2p
1 2dx+1-1 e (-L40) 3
2\/x+ 24/x+1
b
) f'(x):0<:>2\/x+1=1®x+1:%<:>x=—g 2p
3 \ . . 3] . 3
Pentru x e _1’_Z , £'(x)<0, deci f este descrescatoare pe _1’_Z si, pentru x e ot
3 3
f'(x)=0, deci f este crescatoare pe [—Z,ﬂoj
C) | Inx =1, pentru orice x [e,+») si f este crescitoare pe [1,+) 2p
f (In ) f(1)=Inx=Inx+1>1-+2=Inx>+/Inx+1+1-+/2, pentru orice x e[e,+®) | 3p
j dx J. ( )dx J.( 4x+5) X——4i+5x = 3p
0 3 2 0
=1—2+5 9 2p
3 3

b) | F'(x)=f(x) si F"(x)= X(x2—4x+5)+ex(2x—4)=ex(x2—2x+1)=ex(x—1)2, xeR | 3p

(
“(

e”(X— 1) >0, pentru orice numar real X, deci, pentru orice primitiva F alui f , obtinem 5
p
F (X) 0, pentru orice numar real X, deci F este convexa
)| F'(x)=¢e (ax +bx+c)+e (2ax+b)=e" (ax +(b+2a)x+c+b),pentruorice xeR 3p
+(b+2a)x+c+b= x? —4x+5, pentru orice x € R, de unde obtinem a=1, b=—6 si 2
c=11
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gz-nat

Test 18
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

2
9P | 1. Aritati cd diferenta numerelor 5+ 23 si (1+ J3 ) este numadr intreg.

5p | 2.Se considera functile f:R—R, f(x)=2x+1 si g:R—>R, g(x)=2x*+2x. Determinati

numerele reale m, pentru care f(m)=g(m).

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia X2 +5X+1=+/2x+5.

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar a din multimea A= {—2,—1, 1, 2,3} , acesta sa verifice
inegalitatea |[a+1>2.

5p | 5. Se considera A, B, C si D patru puncte coplanare, M mijlocul segmentului AD si N mijlocul

segmentului BC . Aratati ca 2MN = AB + DC .
5p | 6. Triunghiul ABC este inscris intr-un cerc de raza 1. Aratati ca 4sin A-sinB=AC-BC .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

a+l a-1

1. Se considera matricea A(a,b) :[ b bo

j,unde a si b sunt numere reale.

5p | &) Aratati ca det(A(Z,B)) =0.
5p | b) Demonstrati ca, daca ae Q si beR\Q, atunci matricea A(a,b) este inversabila.
5p | ¢) Determinati matricea X e .47 (R) pentru care A(—l, \/5) X =A(0,0).

2. Pe multimea numerelor Tntregi se defineste legea de compozitie asociativa Xoy =5xy+Xx+V .
5p | @) Ardtati ca 104 = 25.

5p | b) Demonstrati ca e =0 este elementul neutru al legii de compozitie ,, ”.

5p | c) Determinati elementele simetrizabile in raport cu legea de compozitie ,,< .

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
3
1. Se considera functia f:R—>R, f(x)= 7.
X<+
xz(x2 +3)
5p | &) Ardtati ca f'(x)= ———, XeR.
(x2 +1)

5p | b) Se considerd dreapta d , asimptota spre +oo la graficul lui f . Determinati abscisele punctelor
situate pe graficul functiei f ,Tn care tangenta la grafic este paralela cu dreapta d .

5p | ¢) Demonstrati ca functia f este convexa pe [0, \/5] :

2. Se considerd functia f :R >R, f(x)=e*cosx.

5p | @) Aratati ca IL):()dX =0.
e
0
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5p | b) Calculati | f (x)dx.

5p | C) Aratati ca

z
.T‘
0
z
.T‘
0

Proba scrisd la matematica M_gsz-nat Test 18
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

Pagina 2 din 2



Ministerul Educatiei si Cercetarii
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 18
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeazi prin impirtirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 2
5+2\/§—(1+\/§) =5+2\/§—(4+2\/§)= 3p
=5+ 2\/5— 4 — 2\/5 =1, care este numar intreg 2p
2.
2m+1=2m? + 2m < m? =% 3p
m——i sau m—i 2
2 2 P
3| X2 +5x+1=2x+5=Xx* +3x—4=0 3p
X =—4, care nu convine, sau x =1, care convine 2p
4. | Multimea A are 5 elemente, deci sunt 5 cazuri posibile 2p
Numerele a din multimea A care verifica inegalitatea [a+1>2 sunt 1, 2 si 3, deci sunt 3 2
cazuri favorabile
_ nr. cazuri favorabile _ 3 L
nr. cazuri posibile 5 P
5| MA+MD=0, BN+CN =0 2p
MN =MA+ AB+BN, MN =MD +DC +CN, deci 2MN = AB + DC 3p
6. . i
I_3—C=A—C=2R si, cum R =1, obtinem BC =2sin A si AC=2sinB 3p
sinA sinB
4sin A-sinB=2sinB-2sin A= AC-BC 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
la) 31 3
A(2,3)= =det(A(2,3))= =
3)-(5 1] oa(aea)-f | 2
=3-3=0 3p
b) a+l a- .
det(A(a,b))= b boo =(a+1)(b—2)—b(a—1)=2(b—a-1), pentru orice numere reale a 3
sib
aeQ si beR\Q=b-a-1eR\Q=>det(A(a,b))#0, deci A(ab) este inversabila 2p
©) 1-v2 2
0 -2 -1 | T 5 5
_ - _ _ _ _| 2 2
A(-142) (ﬁ ﬁ—z]’ det( A(-1+2))=2v2, (A(-1V2)) I 3p
2
1-2 142
-1 : 1 - , 2 2
X =(A(-LV2)] "-A(0,0) si, cum A(o,o){O _Zj,obpnem x=| 2 | 20
2 2
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2a) [ 104=5-1.4+1+4= 2p
—20+5=25 3p
b) | xc0=5x-0+x+0=X, pentru orice numar intreg X 2p
0cx=5-0-Xx+0+ X=X, pentru orice numar intreg X, deci e=0 este elementul neutru al 3
legii de compozitie ,,o” P
c) | xeZ element simetrizabil Tn raport cu legea de compozitie ,,o ” <> exista x'e Z astfel incat
XoX'=X"X=0<5xx+x+x"'=0, deci x‘=5 1 si, cum X,X'e€Z, obtinem 5x+1=-1| 3p
X+
sau 5x+1=1
X = —% , care nu convine, sau x =0, care convine 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) 3x2(x2 +1)— X3 . 2x
f'(x)= 5 \2 = 3p
(x +1)
2(,2
x*+3x% X (X +3)
= 2 = 2 y X ER 2p
2 2
(x +1) (x +1)
b) f(x 3
lim L= lim X—:l,deci panta dreptei d este 1 2p
X—+0o X X—+0 X + X
o a? (a2 +3)
Tangenta la graficul lui f in A(a, f (a)) are panta 1, daci f'(a)=1« >-=1,de
(a2 +1) 3p
unde obtinem a® =1, deci a=-1 sau a=1
c) 2x(3—x2)
f (X)Zﬁ, xelR 2p
(x +1)
Cum f"(X) >0, pentru orice X E|:0, \/§:| , obtinem ca functia f este convexa pe [0, \/5] 3p
28) | 7 ¢ (y 7 X 7
j ( )dx=je Cosde:J'cosxdx: 2p
e* e*
0 0 0
T
=sinx| =sinz-sin0=0 3p
0
b) K r z r F
2 = 2 2 = 2
[ e cos xdx=e*cos x| 2 — [ e* (cosx)'dx =1+ [ &*sinxdx =—1+e*sinx|2 — [e* cosxdx= | 3p
0 0 O 0 g O
z z r
z 2 2 e2 -1
=-1+e2 —jex cos xdx , deci _fex cos xdx = 2p
0 0
C) V/a T V4 X+E T T
5 f X+ 3€ 2cos X+ T3 gy z T
[———Fdx=] dx=e2 | dx=e2 In(cosx)|3 = 3p
5 f(x) 5 e* cos x o COSX 0
z z T o4z z
=e?2 In(cos%)—eZ In(cosO)=e2In=-e2Inl=—-e2In2 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_gsz-nat

Test 19
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
o . . .. .1
5p | 1. Determinati numerele rationale a si b, stiind ca —=— =a+by2.
21 3y I
e P42 1
5p | 2. Se considera functia f R —R, f(x)=———. Aratatica f(2020)+ f
X +1 2020
2x+3
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4* -4 2 =-7.

5p | 4. Determinati numarul de functii f :{1,2,3} - {0,1,2} cu proprietatea ca f (1) f (2) f (3) =0.

5p | 5.Tn reperul cartezian xOy se considera paralelogramul ABCD cu A(-1,3), B(3,5) si C(-4,-2).
Determinati ecuatia dreptei AD .

5p | 6. Determinati X € (%,ﬂ] ,stiind ca tg 2x=-1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

1 2 -1 X+2y—-2=2

1. Se considera matricea A(a) =0 1 3| sisistemul de ecuatii y+3z=4 ,unde a este
2 -1 a 2X—-y+az=2

numar real.

5p | a) Artati ca det(A(1))=18.

Sp | b) Determinati multimea valorilor reale ale lui a pentru care sistemul de ecuatii are solutie unica.
5p | ¢) Pentru a =1, rezolvati sistemul de ecuatii.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X*y =2Xy —x—y+1.

5p | a) Arétati ca 2*1=£.
2 2

5p | b) Determinati numarul real a, astfel incat a*x=a, pentru orice numar real X .
5p | €) Se considera functia f:R —>R, f(x)=2x-1. Demonstrati ca f(xx*y)=f(x)-f(y), pentru
orice numere reale X si y.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :R—>R, f(x)=x— In(ZX +1) .

2%In2
2" +1
5p | b) Demonstrati ca functia f este crescatoare.

SP | a) Aratati ca f'(x)=1-

, XelR.

5p | €) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre —oo la graficul functiei f .

2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=(x+2)sinx.

z
2 f(x
op | a) Aratati ca j (x) dx=1.
X+2
0
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o —N |y

5p | b) Calculati | f(x)dx.
1 .2
. . sin” x 1
5p | ¢) Determinati numarul natural n, n> 2, pentru care I > dx==.
1 fo(x) 9

n
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_sz-nat
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 19
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinte ale naturii
e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acordd 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1.
 Pi143-22=4-2 2
f 1 3+\f p
Cum a si b sunt numere rationale 4—+2 =a+by2 < a=4 si b=-1 3p
2. 2
f (2020) = 229 *2 2p
2020° +1
20202 2 2000241 3(2020% +1
f( 1 )ZZ 2022 4—1:> f(2020)+f( 1 j=20202+2+2 2022 +1: ( ' ):3 3p
2020 2020 +1 2020) 2020°+1 20207 +1 20207 +1
3. 22x_22x+3=_7<:>22x(1_23):_7<:>22x -1 3p
x=0 2p
4. | sunt 3% =27 de functii f:{1,2,3}— {0,1,2} 2p

Deoarece numarul functiilor f :{1,2,3}—){0,1,2} pentru care f(l)- f (2) f (3)7&0 este
egal cu 23 =8, obtinem ca numarul de functii f :{1,2,3}—>{0,1,2} cu proprietatea ca | 3p
f(1)-f(2)-f(3)=0 este egal cu 27-8=19

5. | AD||BC = mpp =mMmgc, deci myp =1 3p
Ecuatia dreptei AD este y—3=1-(x+1),deci y=x+4 2p

6.
tg 2x=—1 si XG(f,nj,deci =17 3p

2 4
r
-~ 2
3 p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 2 4 1 2
A(l)=|0 1 3 |=det(A@l))=l0 1 3|= 2p
2 -1 1 2 -1 1

=1+0+12-(-2)-(-3)-0=18 3p
b) | Sistemul de ecuatii are solutie unicd <> det(A(a)) #0 2p
det(A(a))=a+17, deci det(A(a))#0 < aeR\{-17} 3p
C) | Pentru a =1, obtinem det(A(1)) =180, deci sistemul de ecuatii are solutie unica 2p
Solutia sistemului de ecuatii este (1,1,1) 3p

2.a
) 2*l=2-2-1—2—1+1= 3p

2 2 2
_pp-tyd 2p
2 2
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b) | a*x=a< 2ax—a-x+1=a< (2a—1)(x—-1)=0, pentru orice numdr real X 3p
1
a=— 2
> p
C) | f(x*y)=2(x*y)-1=2(2xy—X—y+1)-1=4xy—2x—-2y+2-1= 3p
=4xy—2x-2y+1=(2x-1)(2y-1)= f(x) f (y), pentru orice numere reale x si y 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1a) f'(x)=x‘—(|n(2X +1))': 2p
, X
I -(2X+1) 122 R 3p
2X+1 2" +1
b) 2% . _ . 2%In2 . _
0< <1, pentru orice numar real X si 0<In2<1, deci <1, pentru orice numar 2
2¥ +1 2% +1 p
real x
2¥In2 ) 5 i g
f ( ) 1- o1 >0, pentru orice numar real x, deci f este crescatoare 3p
+
©) Cfx) In(2X+1)
lim —~= lim |1-———~ |=1-0=1 2p
X——0o X X—>—00 X
lim (f(x)—x)z lim (—In(2X+1))=—|n1=0, deci dreapta de ecuatie y=Xx este
X—>—00 X—>—00 3p
asimptota oblica spre —oo la graficul functiei f
2a) | = z z
2f 2 (x+2) smx 2 x
.[ I =.[S|nxdx=—cosx 2= 3p
0 X 0 X+2 0 0
=—cos%+c050=1 2p
b) | = z z z
2 2 2 . T 2
jf(x) dx = j(x+2)smxdx——_[(x+2)(cosx) dx =—(x+2)cosx|2 +_[cosxdx= 3p
0 0 0 0 o
7
=—(%+2)cos%+(0+2)cosO+sinx 2 =2+sin%—sin0=3 2p
0
C) 1
©sin?x T sin?x o1 1 1 . 5
J. 5 dX=I S dX=I 2dX=—— 1 =—5+5— pentru orice numar
1 fo(x 1(x+2)"sin®x 1(x+2) Xx+2|= 3 2n+1 3p
- - - n
n n n
natural n, n>2
1 n 1 . .
——+ == ,deci n=4, care convine 2p
3 2n+1
Proba scrisd la matematica M_sz-nat Test 19

Barem de evaluare si de notare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiine ale naturii
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